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Ðå÷ü ñ ïîçèöèè ôèçèêè
è ìàòåìàòèêè

Þ.ÁÎÃÎÐÎÄÑÊÈÉ, Å.ÂÂÅÄÅÍÑÊÈÉ

Ñ
ÎÂÐÅÌÅÍÍÎÅ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÍÅÌÛÑËÈÌÎ
áåç êîìïüþòåðîâ. Êîìïüþòåð îòêðûâàåò ïåðåä
ó÷àùèìèñÿ,  âëàäåþùèìè îñíîâàìè ôèçè÷åñ-

êèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ çíàíèé, âîçìîæíîñòü ïðîâå-
äåíèÿ ñëîæíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîïûòàåìñÿ ðàçîáðàòüñÿ â òàêîì
âîïðîñå: ïî÷åìó ðóññêèé ÷åëîâåê ãîâîðèò íà ðóññêîì,
àíãëè÷àíèí – íà àíãëèéñêîì, à êèòàåö – íà êèòàéñêîì
ÿçûêå? Äåëî ëè â ôàêòå ðîæäåíèÿ â êîíêðåòíîé
ñòðàíå èëè â ÿçûêîâîé ñðåäå, îêðóæàþùåé ðåáåíêà
(èëè â ÷åì-òî äðóãîì)? Â ïîëüçó òîãî è äðóãîãî
ìíåíèÿ ìîæíî ïðèâåñòè äîâîäû «çà» è «ïðîòèâ».
Ïóøêèí äî äâóõ ëåò ðóññêîãî ÿçûêà íå çíàë è ãîâîðèë
òîëüêî ïî-ôðàíöóçñêè. Òóðãåíåâ ìîã äóìàòü íà ôðàí-
öóçñêîì ÿçûêå, íî ñâîè çàìå÷àòåëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ
ïèñàë íà ðóññêîì. Ïîëÿê Äæ.Êîíðàä äî 19 ëåò íå
çíàë àíãëèéñêîãî ÿçûêà, à ñòàë êëàññèêîì àíãëèéñêîé
ëèòåðàòóðû. Äàæå ëþáîé ïîëèãëîò, â ñîâåðøåíñòâå
çíàþùèé íåñêîëüêî ÿçûêîâ, âñå ðàâíî òÿãîòååò ê
êàêîìó-òî îäíîìó ÿçûêó, è, ñêîðåå âñåãî, ê òîìó, íà
êàêîì ãîâîðÿò åãî ñîîòå÷åñòâåííèêè.

Âîïðîñ ìîæíî ïîñòàâèòü èíà÷å: ïî÷åìó ÷åëîâå÷å-
ñòâî ðàñïàëîñü íà ìíîæåñòâî ðàçíûõ íàðîäîâ è íå
ñâÿçàíî ëè ïðîèñõîæäåíèå ÿçûêà ñ ôèçèîëîãèåé ÷åëî-
âåêà? Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íåäîñòàòî÷íî çíàíèé

â îáëàñòè òîëüêî ÿçûêîâåäåíèÿ, ôèëîëîãèè è ëèíãâè-
ñòèêè – íóæíî çíàòü òàêæå ôèçèêó è ìàòåìàòèêó.

Ðå÷ü – ïðîäóêòèâíûé âçàèìîîáìåí
èíôîðìàöèåé

Ëþäè ñïîñîáíû ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ ðàçíîãî
ðîäà è â ðàçíîé ôîðìå. Ãëóõîíåìûå îáùàþòñÿ ìåæäó
ñîáîé ñ ïîìîùüþ æåñòîâ. Ñëåïîé îò ðîæäåíèÿ ñâîáîä-
íî ÷èòàåò ëèòåðàòóðó, íàïèñàííóþ ñïåöèàëüíûì ðåëü-
åôíî-òî÷å÷íûì øðèôòîì (ñèñòåìà Áðàéëÿ). Ó ãîð-
íûõ íàðîäîâ ñóùåñòâóåò ÿçûê ñâèñòîâ, àôðèêàíöû
ïåðåäàþò ñîîáùåíèÿ íà çíà÷èòåëüíûå ðàññòîÿíèÿ ñ
ïîìîùüþ áàðàáàíà-òàìòàìà. Ñóùåñòâóþò ðàçíîîáðàç-
íûå ïèñüìåííûå ÿçûêè, âîñïðèíèìàåìûå îðãàíîì çðå-
íèÿ. Íî âñå æå ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ñðåäñòâîì
îáùåíèÿ îñòàåòñÿ îáû÷íûé ÿçûê, îñóùåñòâëÿåìûé ðå-
÷åâûì àïïàðàòîì è âîñïðèíèìàåìûé ñëóõîâûì àïïà-
ðàòîì. Äëÿ ýòîãî â ÷åëîâåêà Ïðèðîäà çàêëàäûâàåò îò
ðîæäåíèÿ äâà íóæíûõ îðãàíà. Îäèí ñëóæèò äëÿ âîç-
áóæäåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí (ÿçûê è ãîðòàíü), äðó-
ãîé – äëÿ óëàâëèâàíèÿ è ðàñïîçíàâàíèÿ ýòèõ âîëí
(óøè è ñëóõîâîé àïïàðàò). Ñâîèì ïåðåäàþùèì óñò-
ðîéñòâîì ÷åëîâåê âîñïðîèçâîäèò ðàçíîîáðàçíûå ñî÷å-
òàíèÿ çâóêîâ, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ îðãàíîì ñëóõà
äðóãîãî ëèöà è äåøèôðîâûâàþòñÿ åãî ìîçãîì. ×åðåç
òàêóþ àêóñòè÷åñêóþ âçàèìîñâÿçü èíôîðìàöèÿ, ïî-
ðîæäàåìàÿ îäíèì ÷åëîâåêîì, ñòàíîâèòñÿ ñîáñòâåííîñ-
òüþ äðóãîãî ëèöà èëè íåñêîëüêèõ ëèö.

Âçãëÿä ôèçèêà íà ïðîáëåìó

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè, îáìåí èíôîðìàöèåé ìåæäó
ëþäüìè ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Åñòü ïåðå-
äàò÷èê, âîçáóæäàþùèé êîëåáàíèÿ âîçäóõà, åñòü êàíàë
ñâÿçè, ïî êîòîðîìó ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ àêóñòè÷åñêèå
âîëíû, è åñòü ïðèåìíèê, óëàâëèâàþùèé êîëåáàíèÿ
âîçäóõà. Èñòî÷íèê èíôîðìàöèè óïðàâëÿåò ðàáîòîé
ïåðåäàò÷èêà, à ïîëó÷àòåëü èíôîðìàöèè – ðàáîòîé
ïðèåìíèêà.

Â óêàçàííîì íàáîðå óñòðîéñòâ íåèçáåæíû ïîòåðè.
Îíè âîçíèêàþò íà ñòàäèè óïðàâëåíèÿ ïåðåäàò÷èêîì,
èáî íåëüçÿ ñîçäàòü ìåõàíèçì ñ êîýôôèöèåíòîì ïîëåç-
íîãî äåéñòâèÿ, ðàâíûì èëè áîëüøèì 100%. Ïî òàêîé
æå ïðè÷èíå, íî â áóëüøèõ ðàçìåðàõ âîçíèêàþò ïîòåðè
ïðè ðîæäåíèè àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ïåðåäàò÷èêå. Ñå-
ðüåçíîå èõ çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò è â êàíàëå ñâÿçè,
ïîñêîëüêó ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ âîëí â çíà-
÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò îò âëàæíîñòè âîçäóõà, òåìïå- È
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ðàòóðû, äàâëåíèÿ, íàëè÷èÿ îêðóæàþùèõ ïðåäìåòîâ è
âñÿêîãî ðîäà øóìîâ è ïîìåõ. Âû ÷óâñòâóåòå ðàçíèöó
ïðè ðàçãîâîðå â ìåòðî èëè íà òèõîì áåñøóìíîì áóëü-
âàðå, íà ôîíå áåñêðàéíèõ ñíåãîâ èëè ïðè áåøåíîì
çàâûâàíèè âåòðà. Èìåþòñÿ òàêæå ïîòåðè â ïðèåìíèêå.
Îäèí ÷åëîâåê ãëóõîâàò íà îäíî óõî, äðóãîé – ñðàçó íà
îáà. Íåèçáåæíî òåðÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ ïðè îáðàáîòêå
ñèãíàëà, ïîñòóïàþùåãî â ìîçã èç ïðèåìíèêà.

Èòàê, ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêà, ïðîäóêòèâíîñòü îáùå-
íèÿ ïî àêóñòè÷åñêîìó êàíàëó çàâèñèò îò êîíñòðóêöèè
ïåðåäàò÷èêà è ïðèåìíèêà, îò ïàðàìåòðîâ ñîåäèíÿþùå-
ãî èõ êàíàëà, îò âíåøíèõ ïîìåõ è îò ñïîñîáà îáðàáîòêè
ïåðåäàâàåìîé è ïîëó÷àåìîé èíôîðìàöèè.

Çâóêîâîå îáùåíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ èíæåíåðà

Îáùåíèå ïðåäïîëàãàåò âçàèìîîáìåí èíôîðìàöèåé,
à ïîòîìó êàæäûé æèâîé îðãàíèçì îáëàäàåò ñïîñîáíî-
ñòüþ îäíîâðåìåííî ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ, êîíòðî-
ëèðîâàòü åå ïåðåäà÷ó è âîñïðèíèìàòü îòâåò. Åñëè
÷åëîâåê îò ðîæäåíèÿ ëèøåí ñëóõà, òî îí íå ñïîñîáåí è
ãîâîðèòü äàæå òîãäà, êîãäà ðå÷åâîé àïïàðàò, ò.å. ãîð-
òàíü è ÿçûê, ó íåãî â ïîëíîì ïîðÿäêå. Îí ïðîñòî íå
çíàåò, ïîä÷èíÿåòñÿ ëè åìó ÿçûê. Áåñåäà îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ãîâîðÿùèé ñàì ñåáÿ ñëûøèò.
Õîòÿ ñïåöèàëüíûìè ïðèåìàìè ãëóõîíåìûõ è îáó÷àþò
ïðîèçíîøåíèþ ñëîâ, íî èõ ðå÷ü ñêîðåå ñõîæà ñî
çâóêàìè ìåõàíè÷åñêîãî ðîáîòà.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïðîáëåìà ñàìîêîíòðîëÿ çà ðå÷üþ
ïðîñòà. Óøè íà òî è äàíû, ÷òîáû ñëûøàòü. Íî ïðåä-
ñòàâüòå ñåáå, ÷òî âû ðàçãîâàðèâàåòå ñ îäíèì ÷åëîâå-
êîì íà ðàññòîÿíèè îäíîãî ìåòðà, à ñ äðóãèì – íà
ðàññòîÿíèè äåñÿòè ìåòðîâ. ×òîáû âòîðîé ñîáåñåäíèê
ìîã âàñ ðàññëûøàòü, âàì ïðèõîäèòñÿ íàïðÿãàòü ãîëîñ
è äàæå êðè÷àòü, åñëè âîêðóã î÷åíü øóìíî. Ýòî âûçâà-
íî òåì, ÷òî ìîùíîñòü àêóñòè÷åñêèõ âîëí óìåíüøàåòñÿ
ñ ðàññòîÿíèåì ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó. Íà ðàññòîÿ-
íèè â äåñÿòü ìåòðîâ îíà ïàäàåò â ñòî ðàç ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàññòîÿíèåì â îäèí ìåòð. Íî âàøè-òî óøè íàõîäÿòñÿ
îò âàøåãî ðòà íà ðàññòîÿíèè íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ,
ïîýòîìó ñîáñòâåííûå ñëîâà äëÿ âàñ âî âòîðîì ñëó÷àå
áóäóò ãðîìó ïîäîáíû.

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è â ïðîñòåéøèõ
ðàäèîïðèåìíèêàõ. Ñèãíàë ìîùíîé ðàäèîñòàíöèè âîñ-
ïðèíèìàåòñÿ õîðîøî, íî ïîä÷àñ ñ èñêàæåíèÿìè, âîç-
íèêàþùèìè èç-çà ïåðåãðóçêè óñèëèòåëÿ, à ñëàáûå
ñòàíöèè åëå ñëûøíû. ×òîáû ýòîãî íå ïðîèñõîäèëî,
âûðàâíèâàíèå âûõîäíîãî çâóêà â ñîâðåìåííûõ ïðèåì-
íèêàõ äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýëåêòðîííîãî áëîêà,
âñòðàèâàåìîãî âíóòðü àïïàðàòà. Îí íàçûâàåòñÿ áëî-
êîì ÀÐÓ, åãî íàçíà÷åíèå – àâòîìàòè÷åñêè ðåãóëè-
ðîâàòü óñèëåíèå ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñòàíöèè ê
äðóãîé.

Àâòîìàòè÷åñêîé ðåãóëèðîâêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè îðãà-
íà ñëóõà îáëàäàþò âñå âûñîêîðàçâèòûå ñóùåñòâà. Íî
îíà íå ðåøàåò ïðîáëåìû êîíòðîëÿ íàä ñîáñòâåííîé
ðå÷üþ, à òîëüêî ìåøàåò, ïîòîìó ÷òî â ìîìåíò, êîãäà âû
ãîâîðèòå, íè÷åãî ñëûøàòü, êàçàëîñü áû, âû óæå íå
ìîæåòå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå âîñïðèÿòèå âíåøíèõ
çâóêîâ íå íàðóøàåòñÿ. Óáåäèòüñÿ â ýòîì ïðîñòî. Ïîä-
íåñèòå ê óõó òèêàþùèå ÷àñû è ïðîïîéòå ãëàñíóþ «à…».

Âû áóäåòå ñëûøàòü ñîáñòâåííûé çâóê íà ôîíå òèêàþ-
ùèõ ÷àñîâ. Çíà÷èò, êîíòðîëü íàä ñîáñòâåííîé èíôîð-
ìàöèåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ó ÷åëîâåêà ïî äðóãîìó êàíàëó,
íå ÷åðåç âîçäóõ. Ýòîò êàíàë îáëàäàåò äðóãèìè ïàðàìåò-
ðàìè, èçìåíÿþùèìè îêðàñêó çâóêîâîé èíôîðìàöèè, â
÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ, çàïèñàâ ñâîþ ðå÷ü íà ìàãíèòîôîí.
Îêàçûâàåòñÿ, çàïèñàííûé ãîëîñ ðàçèòåëüíî îòëè÷àåò-
ñÿ îò òîãî, êàêèì âû ïðèâûêëè ñëûøàòü ñåáÿ â ðàçãî-
âîðå. Âû ïðîñòî íå óçíàåòå åãî.

Èçáèðàòåëüíîñòü èíôîðìàöèè ñ ïîçèöèè ôèçèêè

Îêðóæàþùèé âîçäóõ äî îòêàçà íàáèò âñåâîçìîæíû-
ìè çâóêàìè, ñîçäàþùèìè ñïëîøíîé áåññîäåðæàòåëü-
íûé øóì. Ìû íå îùóùàåì ýòîãî ïîòîìó, ÷òî íàø îðãàí
ñëóõà è ìîçã ðåàãèðóþò òîëüêî íà îïðåäåëåííûå çâóêè,
íå âîñïðèíèìàÿ äðóãèõ. Óäàëèòå èç ðàäèîïðèåìíèêà
âñå êîëåáàòåëüíûå êîíòóðû, è â äèíàìèêå âû íè÷åãî íå
óñëûøèòå, êðîìå ìîíîòîííîãî ãóëà. À âåäü â íåì â ýòî
âðåìÿ «ïðèñóòñòâóþò» ãðîçîâûå ðàçðÿäû, òûñÿ÷è ãî-
ëîñîâ ðàäèîñòàíöèé, ðàäèîâîëíû, ñîçäàâàåìûå ìèëëè-
îíàìè ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ. Ðàäèîïðèåìíèê îêàçû-
âàåòñÿ àáñîëþòíî áåñïîëåçíûì ïðèáîðîì, åñëè â íåì
íåò óñòðîéñòâà, ïîçâîëÿþùåãî âûäåëÿòü èç áåçáðåæíî-
ãî ìîðÿ ðàäèîâîëí íóæíûé îòðåçîê ÷àñòîò, ïîýòîìó â
ëþáîì ñîâðåìåííîì ðàäèîïðèåìíèêå èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü êàê ïëàâíîé, òàê è äèñêðåòíîé íàñòðîéêè íà
íóæíóþ ðàäèîñòàíöèþ.

Òî, ÷òî æèâîé îðãàíèçì íàñòðîåí íà îïðåäåëåííûé
äèàïàçîí çâóêîâûõ âîëí, íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Âîò
ïîä êóñòîì âáëèçè ãðîõî÷óùåé ìàãèñòðàëè äðåìëåò
äîìàøíÿÿ êîøêà. Øóì ìàøèí è øàãè ïåøåõîäîâ åé
ñîâñåì íå ìåøàþò. Íî ñòîèò âàì òèõî ïîçâàòü «êèñ-
êèñ», êàê óøè åå ìîìåíòàëüíî ïîâåðíóòñÿ ê âàì.
Ðåàêöèÿ êîøêè îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åå îðãàí ñëóõà
íàñòðîåí íà ïèñê ìûøåé è ìåëêèõ ïòè÷åê – îáúåêòîâ åå
äîáû÷è, à âû ñâîèì «ñ...» èìèòèðóåòå ýòîò çâóê.

×åëîâåê íå ñïîñîáåí óëàâëèâàòü çâóêè ÷àñòîòîé âûøå
20000 Ãö, à ñîáàêà, íàïðèìåð, âîñïðèíèìàåò ÷àñòîòû
äî 38000 Ãö (÷åì èçäàâíà ïîëüçóþòñÿ áðàêîíüåðû,
ïîäçûâàÿ ñîáàê óëüòðàçâóêîâûìè ñâèñòêàìè). Åùå
âûøå äèàïàçîí âîñïðèÿòèÿ çâóêà äîìàøíèìè êîøêà-
ìè – äî 70000 Ãö. Óëüòðàçâóêàìè îáùàþòñÿ ëåòó÷èå
ìûøè, à â ìîðå – äåëüôèíû. Êàê âèäèì, âñå ñóùå-
ñòâà èìåþò íàñòðîéêó ñâîèõ çâóêîâûõ àïïàðàòîâ, ïî-
çâîëÿþùóþ èì âû÷åðïûâàòü íóæíóþ èíôîðìàöèþ
èç õàîñà çâóêîâ.

Îñòàåòñÿ îòâåòèòü íà òàêîé âàæíûé âîïðîñ: ó ñëîæ-
íîãî ðàäèîïðèåìíèêà åñòü îðãàí åãî ïåðåñòðîéêè, à
åñòü ëè íå÷òî ïîäîáíîå ó æèâûõ ñóùåñòâ? Ñêîðåå âñåãî,
ïåðåñòðîéêà èìååòñÿ, îñîáåííî ó âûñîêîðàçâèòûõ ñó-
ùåñòâ. Èì, ñ îäíîé ñòîðîíû, òðåáóåòñÿ ðàçíîîáðàçíàÿ
èíôîðìàöèÿ îá îêðóæàþùåì ìèðå, à ñ äðóãîé ñòîðîíû
– åå êà÷åñòâåííîå âûäåëåíèå èç øóìîâ. Ñîâìåñòèòü
øèðîêóþ ïîëîñó ñ èçáèðàòåëüíîñòüþ ïðèíöèïèàëüíî
íåëüçÿ, ïîýòîìó îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïóòü ñåëåêòèâ-
íûõ âîëüòìåòðîâ è ãåòåðîäèííûõ àíàëèçàòîðîâ ñïåêò-
ðà, ïðèìåíÿåìûõ â ðàäèîòåõíèêå. Ïðèíöèï ðàáîòû èõ
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èçáèðàòåëüíûé îðãàí ïåðåñòðà-
èâàåòñÿ ïî ÷àñòîòå ìåõàíè÷åñêè (ó ïðîñòåéøèõ ïðèáî-
ðîâ) èëè ýëåêòðîííûì ïóòåì. Êàæäûé çíàåò, ÷òî,
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óâëå÷åííûå êàêîé-ëèáî ðàáîòîé, ìû íå çàìå÷àåì çâó÷à-
ùåãî ðàäèî, íî êîãäà ðàçäàþòñÿ ñèãíàëû òî÷íîãî
âðåìåíè, ìû ñðàçó ðåàãèðóåì íà íèõ. Äåëî â òîì, ÷òî
èõ ÷àñòîòà îòíîñèòñÿ ê ñèãíàëó òðåâîãè, âîñïðèíèìàå-
ìîé ïîäñîçíàòåëüíî. Ýòîò êîðîòêèé ñèãíàë, íî ïîâòî-
ðÿåìûé øåñòü ðàç ïîäðÿä, îáÿçàòåëüíî óëàâëèâàåòñÿ
ñêàíèðóþùèì êîíòóðîì è íàøèì ñîçíàíèåì.

Êðîìå îïèñàííîãî àíàëèçàòîðà ñïåêòðà, â ïðèáîðîñ-
òðîåíèè ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ðÿäà íàñòðî-
åííûõ êîíòóðîâ. Ñêàíèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûì èõ ïåðåêëþ÷åíèåì. Èìåííî òàêîé âàðè-
àíò èñïîëüçóåòñÿ â æèâûõ îðãàíèçìàõ.

Ýâîëþöèÿ îðãàíîâ ñëóõà

Ó çìåé íåò íè îðãàíà ñëóõà, íè ãîëîñîâîãî àïïàðàòà.
Îíè ñïîñîáíû ëèøü ãðåìåòü êîñòÿíûìè ïëàñòèíêàìè
(ãðåìó÷èå çìåè) èëè øèïåòü. Ðàñêà÷èâàíèå êîáðû ïîä
çâóêè äóäêè ôàêèðà âîñïðèíèìàåòñÿ íàìè êàê òàíåö
ïîä ìóçûêó, à íà ñàìîì äåëå êîáðà âñåãî ëèøü ïîâòî-
ðÿåò äâèæåíèÿ äðåññèðîâùèêà. Íî çìåÿ îùóùàåò âèá-
ðàöèþ ïî÷âû, ïîýòîìó, êîãäà âû, ìÿãêî ñòóïàÿ, èäåòå
ïî ëåñó, âû ìîæåòå íàñòóïèòü íà äðåìëþùóþ ðåïòèëèþ
è áóäåòå ñðàçó æå óæàëåíû. Íèçøèå ñóùåñòâà –
íàñåêîìûå – íå îùóùàþò äàæå âèáðàöèé. Èçâåñòíî,
÷òî äîìàøíèå òàðàêàíû ÷àñòî çàñåëÿþò áîëüøèå ÷àñû
– èõ íå ñìóùàåò äâèæåíèå øåñòåðåíîê è ñòóê õðàïîâè-
êà. Îíè ëþáÿò ïîñåëÿòüñÿ â ãðîìêî ðàáîòàþùèõ ðåïðî-
äóêòîðàõ è ÷àñòî óñòðàèâàþò êîðîòêîå çàìûêàíèå
ýëåêòðîïðîâîäêè.

Ýòè ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå çâóêà
äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè îá îêðóæàþùåì ìèðå
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïîçäíèì ïðèîáðåòåíèåì ïî ñðàâíåíèþ
ñî çðåíèåì. Ïðèìèòèâíûå ñóùåñòâà ðåàãèðóþò íà îá-
ùèé ïîòîê çâóêîâûõ êîëåáàíèé, íå ðàçëè÷àÿ åãî ñî-
ñòàâëÿþùèõ: ìîùíûé ãóë – âåðíûé ïðèçíàê îïàñíîñ-
òè, ñëàáûé ãóë – âñå ñïîêîéíî. Ñëåäóþùåå äîñòèæåíèå
ýâîëþöèè – âûäåëåíèå èç îáùåãî çâóêîâîãî ïîòîêà
êàêîé-òî îäíîé ïîëîñû ÷àñòîò, ïðåäñòàâëÿþùèõ èíòå-
ðåñ äëÿ æèâîòíîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ åãî áåçîïàñíîñòè èëè
îõîòû. Ýòî ìîãóò áûòü çâóêè, ëåæàùèå â äèàïàçîíå
÷àñòîò 10–100 Ãö, ÷òî ïîçâîëÿåò æèâîòíîìó àáñòðà-
ãèðîâàòüñÿ îò áåñïîëåçíûõ çâó÷àíèé è  ñîñðåäîòî-
÷èòüñÿ íà æèçíåííî âàæíûõ ñèãíàëàõ. Ó ÷åëîâåêà
äèàïàçîí âîñïðèíèìàåìûõ çâóêîâ íàõîäèòñÿ ìåæäó 16
è 16000 Ãö, à ïîñëå 50 ëåò ñîêðàùàåòñÿ âäâîå. Ïðè÷åì
÷åëîâåê îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ ðàçëè÷àòü ñïåêòðàëü-
íûé ñîñòàâ ïðèõîäÿùèõ ñèãíàëîâ, íà ÷òî ïðèìèòèâíûå
ñóùåñòâà íå ñïîñîáíû. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è
ïîçâîëÿåò íàì, ëþäÿì, ðàçâèâàòü ðå÷åâîå îáùåíèå.

Ìåõàíèçì ðå÷åâîãî îáùåíèÿ ñ ïîçèöèè ôèçèêà

Ðàçãîâàðèâàÿ, ìû ñîçäàåì çâóêîâóþ êàðòèíó ñî ñëîæ-
íûì ñïåêòðàëüíûì ñîñòàâîì. Ðàçîáðàòüñÿ â íåé ìîæíî,
ñêàíèðóÿ ñïåêòð ïåðåñòðàèâàåìûì ïðèåìíèêîì. Íà
âõîäå òàêîãî ïðèåìíèêà âñåãäà åñòü èçáèðàòåëüíûé
êîíòóð ñ ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé êîëîêîëîîáðàçíî-
ãî âèäà (ðèñ.1). Òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàäàþò
ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå àêòèâíûå è ðåàêòèâíûå ýëåìåí-
òû, çàâèñÿùèå îò ÷àñòîòû. Îáðàçîâàòü èçáèðàòåëüíóþ
ñèñòåìó ìîæíî, íàïðèìåð, èç àêòèâíîãî ýëåìåíòà À,

íåçàâèñÿùåãî îò ÷àñòîòû, è ðåàêòèâíîãî ýëåìåíòà Â,
èçìåíÿþùåãîñÿ ñ ÷àñòîòîé f ïî çàêîíó iBf (çäåñü i –
ìíèìàÿ åäèíèöà). Â ýëåêòðîòåõíèêå èç òàêèõ ýëåìåí-
òîâ ñîçäàþò ïîëîñîâûå ôèëüòðû, â êîòîðûõ àêòèâíûì
ýëåìåíòîì ñëóæèò ðåçèñòîð, à ðåàêòèâíûì – êàòóøêà
èíäóêòèâíîñòè. Èçáèðàòåëüíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò
òàêæå ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç àêòèâíîãî ýëåìåíòà À è
ðåàêòèâíîãî ýëåìåíòà Ñ, èçìåíÿþùåãîñÿ ñ ÷àñòîòîé ïî
çàêîíó ( )1 iCf . Ðåàëüíûìè óñòðîéñòâàìè òàêîãî òèïà
â ýëåêòðîòåõíèêå îêàçûâàþòñÿ ïîëîñîâûå ôèëüòðû,
ñîäåðæàùèå êîíäåíñàòîðû.

Áîëåå âûñîêîé èçáèðàòåëüíîñòüþ îáëàäàþò ñèñòåìû,
ñîñòîÿùèå èç ýëåìåíòîâ À, Â è Ñ. Â ðàäèîòåõíèêå
òàêèì èçáèðàòåëüíûì êîìïîíåíòîì îêàçûâàåòñÿ êîëå-
áàòåëüíûé êîíòóð, ñîñòîÿùèé èç ðåçèñòîðà, êàòóøêè
èíäóêòèâíîñòè è êîíäåíñàòîðà.

Ýòî íå çíà÷èò, ÷òî èçáèðàòåëüíûå ñèñòåìû ñîñòîÿò
òîëüêî èç àêòèâíûõ è ðåàêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Ëþáîé
ñòðóííûé èëè äóõîâîé èíñòðóìåíò îáëàäàåò òàêèìè æå
êà÷åñòâàìè. Ïîäòÿãèâàÿ ñòðóíû ãèòàðû, ìû íàñòðàèâà-
åì èõ íà íóæíóþ ÷àñòîòó. Èçáèðàòåëüíîñòüþ îáëàäàþò
âñå âíåøíèå óøè æèâîòíûõ.

×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èçáèðàòåëüíîãî
îáúåêòà

×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà áèîëîãè÷åñêîãî îáúåêòà
îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì ñîåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ À,
Â è Ñ:
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Èçáèðàòåëüíîñòü ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ, ãëàâíûì îá-
ðàçîì, ïàðàìåòðîì Q. Åãî âëèÿíèå ïîêàçàíî íà ðèñóí-
êå 1 äëÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû 0 400 cöf = .

Ðèñ.1. Èçáèðàòåëüíîñòü ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ äîáðîòíîñòÿõ



×åëîâåê ñ òî÷êè çðåíèÿ êèáåðíåòèêè

Âåëè÷àéøèì äîñòèæåíèåì ÷åëîâå÷åñòâà ñòàëî îòêðû-
òèå ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè îðãàíèçàöèè ñëîæ-
íûõ ïðîöåññîâ â ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç ïðîñòûõ
ýëåìåíòîâ. Îñíîâîé áûñòðîäåéñòâóþùèõ ÝÂÌ ÿâëÿåò-
ñÿ ýëåêòðè÷åñêîå ðåëå, ñïîñîáíîå íàõîäèòüñÿ ëèøü â
äâóõ ñîñòîÿíèÿõ – âêëþ÷åíî è âûêëþ÷åíî. Ïðîöåññîð
ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ñîäåðæèò ìèëëèîíû ïîäîá-
íûõ ðåëå, è âñå ñëîæíûå è ñëîæíåéøèå ìàíèïóëÿöèè
îñóùåñòâëÿþòñÿ èìè. Òî÷íî òàê æå ñëîæíåéøèå äåé-
ñòâèÿ ÷åëîâåêà – óìñòâåííûå, ôèçè÷åñêèå è ôèçèîëî-
ãè÷åñêèå – îñóùåñòâëÿþòñÿ íåðâíîé ñèñòåìîé, ñîñòîÿ-
ùåé èç ìíîæåñòâà íåðâíûõ êëåòîê – íåéðîíîâ. Êàæ-
äûé íåéðîí, ïîäîáíî ðåëå, ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îäíîì
èç äâóõ ñîñòîÿíèé – ñïîêîéíîì è âîçáóæäåííîì. Ñî-
ñòîÿíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü âåëè÷èíîé
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ó ÷åëîâåêà èìååòñÿ íå
ìåíåå 10 ìèëëèàðäîâ íåéðîíîâ, ÷òî è äåëàåò åãî òàêèì
ðàçíîñòîðîííèì è ñîâåðøåííûì ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãè-
ìè æèâîòíûìè. Åñëè ïðèðîäà ñîçäàñò áîëåå ñîâåðøåí-
íîå ñóùåñòâî, íåæåëè ÷åëîâåê, òî îíî áóäåò èìåòü åùå
áîëüøåå ÷èñëî íåðâíûõ êëåòîê.

Ñðàâíåíèå íåðâíîé ñèñòåìû ÷åëîâåêà è êîìïüþòåðà
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèðîäà ïîøëà ïî ïóòè îðãàíèçàöèè
èçáèðàòåëüíûõ ñèñòåì çðåíèÿ è ñëóõà ìíîãîêðàòíûì
ïîâòîðåíèåì ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ. Âìåñòî ïåðåñòðîéêè
èçáèðàòåëüíîãî êîíòóðà îíà ïðèìåíèëà ìíîæåñòâî
êîíòóðîâ, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ, à ñòàëî áûòü, è ÷àñòîòîé èõ íàñòðîéêè. Ñêà-
íèðîâàíèå âíåøíåãî ñèãíàëà â çàäàííîì äèàïàçîíå
÷àñòîò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòûì ïåðåêëþ÷åíèåì êîí-
òóðîâ.

Ìóçûêàëüíûé ñëóõ

×åëîâåêó äîñòóïåí ïðàêòè÷åñêè áåçãðàíè÷íûé íàáîð
ìóçûêàëüíûõ êîìáèíàöèé. Íî åùå â àíòè÷íûå âðåìåíà
Ïèôàãîð è åãî ïîñëåäîâàòåëè îáíàðóæèëè â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ñî ñòðóíàìè àðôû, ÷òî ñëóøàòåëÿì íðàâÿòñÿ
èëè íå íðàâÿòñÿ îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿ çâóêîâ.
Çâóêè, îòëè÷àþùèåñÿ â äâà ðàçà ïî ÷àñòîòå, âîñïðèíè-
ìàþòñÿ êàê ñîãëàñîâàííûå. Ýòî ÷àñòîòû 16, 32, 64, 128,
256, 512, 1024, 2048, 4096 è 8192 Ãö. Çâóêè, ëåæàùèå
ïî ÷àñòîòå ìåæäó íèìè, îáðàçóþò îêòàâû, èõ âñåãî
äåâÿòü. Â ïðåäåëàõ êàæäîé îêòàâû âûäåëåíî ñåìü
ìóçûêàëüíûõ çâóêîâ, ïîëó÷èâøèõ íàçâàíèå  äî, ðå,
ìè, ôà, ñîëü, ëÿ, ñè. Ýòè íîòû ñîîòâåòñòâóþò áåëûì
êëàâèøàì ðîÿëÿ.

Íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ýâîëþöèè ÷åëîâåê ðàçëè÷àë â
ïðåäåëàõ îêòàâû íå áîëåå ïÿòè õàðàêòåðíûõ òîíîâ.
Çàòåì âûäåëèë ñåìü. Äëÿ êëàâåñèíà Áàõ ïðåäëîæèë
îãðàíè÷èòüñÿ äâåíàäöàòüþ çâóêàìè â êàæäîé îêòàâå,
îáðàçîâàâ èç íèõ òàê íàçûâàåìûé ðàâíîìåðíî-òåìïå-
ðèðîâàííûé ñòðîé (áåëûå è ÷åðíûå êëàâèøè ðîÿëÿ).
Ïåâöó, èñïîëíÿþùåìó ìóçûêàëüíîå ïðîèçâåäåíèå áåç
èíñòðóìåíòàëüíîãî ñîïðîâîæäåíèÿ, äîñòóïåí 21 òîí
÷èñòîãî ñòðîÿ. Ê ñîæàëåíèþ, íå âñå ëþäè îáëàäàþò
îäèíàêîâûì ìóçûêàëüíûì ñëóõîì. Âñòðå÷àþòñÿ èíäè-
âèäóóìû, êîòîðûì «ñëîí íà óõî íàñòóïèë», è åñòü
íåáîëüøîå ÷èñëî ïðåäñòàâèòåëåé ñ àáñîëþòíûì ìóçû-

êàëüíûì ñëóõîì. Âñå îñòàëüíûå çàíèìàþò ïðîìåæó-
òî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó íèìè.

Â òåîðèè ìóçûêè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷åëîâåê
âîñïðèíèìàåò ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ âîçäóõà îò
16,35 Ãö (íèæíÿÿ ÷àñòîòà ñóáêîíòðîêòàâû – 2C ) äî
7902,15 Ãö (âåðõíÿÿ ÷àñòîòà ïÿòîé îêòàâû – 5h ). Âåñü
äèàïàçîí ìóçûêàíòàìè ðàçáèâàåòñÿ íà 9 îêòàâ ïî 21
ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå â êàæäîé îêòàâå. Çíà÷èò, ÷òî-
áû ðàñïîçíàâàòü âñå ýòè ÷àñòîòû, íóæíî èìåòü
9 21 189¥ =  èçáèðàòåëüíûõ êîíòóðîâ.

Íåòðóäíî íàéòè èõ äîáðîòíîñòü, èñïîëüçóÿ ðèñóíîê
2. Åñëè èçâåñòíà ÷àñòîòà 

0,7f , íà êîòîðîé êîýôôèöè-

åíò ïåðåäà÷è êîíòóðà îñëàáëÿåòñÿ â 2  ðàç, òî ïî
ôîðìóëå (1)

0,7 0

0 0,7

1 f f

Q f f
= - .                     (2)

Ïóñòü êàæäûé êîíòóð íàñòðîåí íà ñîîòâåòñòâóþùèé
òîí ïåðâîé îêòàâû. Íîòà ëÿ ïðèíÿòà â ìóçûêàëüíîì
ìèðå ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå 0f = 440 Ãö, ïîýòîìó
ðàñïîëîæåííàÿ ðÿäîì íîòà ëÿ-äèåç â ÷èñòîì ñòðîå
ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòå 464,0625 Ãö. Ïåðåñå÷åíèå ÷àñòîò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîèñõîäèò íà ñðåäíåãåîìåòðè÷åñ-
êîé ÷àñòîòå, ðàâíîé

0,7 440 464,0625 cö 451,87 cöf = ◊ = .

Òàêîé ÷àñòîòå îòâå÷àåò äîáðîòíîñòü Q = 18,78. Îíà
îäèíàêîâà è äëÿ âñåõ äðóãèõ îêòàâ.

Îñëàáëåíèå òîíà ëÿ-äèåç êîíòóðîì, íàñòðîåííûì íà
ëÿ, ñîñòàâëÿåò 2,237, ÷òî âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ÷åòêî-
ãî ðàñïîçíàâàíèÿ ýòèõ òîíîâ. Åñëè æå äîáðîòíîñòü
óìåíüøèòü â äâà ðàçà, òî îñëàáëåíèå ñîñåäíåãî òîíà
ñîñòàâèò âñåãî 1,414 ðàçà. Ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ è
âíóòðåííèõ ïîìåõ ðàñïîçíàâàíèå òîíîâ îêàæåòñÿ ïîä
âîïðîñîì.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ó ÷åëîâåêà ñ ïëîõèì ìóçûêàëüíûì
ñëóõîì èëè íå õâàòàåò ÷èñëà èçáèðàòåëüíûõ êîíòóðîâ,
èëè êàæäûé èç íèõ èìååò ïëîõóþ äîáðîòíîñòü. Âïîëíå
âîçìîæíî è òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî.

Ðå÷åâîå îáùåíèå ñ ïîçèöèè ôèçèîëîãà

Ïðèåìíàÿ ÷àñòü ðå÷åâîé èíôîðìàöèè – îðãàí ñëóõà
– áûë èññëåäîâàí äîâîëüíî äåòàëüíî â XIX âåêå. Íà
ðèñóíêå 3 ïîêàçàí âåñü îðãàí â ðàçðåçå.

×åëîâå÷åñêîå óõîä ïðèíÿòî ðàçäåëÿòü íà òðè ÷àñòè:
à – íàðóæíîå, á – ñðåäíåå è â – âíóòðåííåå óõî.

Íàðóæíîå óõî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêóñòè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó (1), íàñòðîåííóþ íà îïðåäåëåííûé äèàïàçîí

Ðèñ.2. Îïðåäåëåíèå äîáðîòíîñòè èçáèðàòåëüíûõ êîíòóðîâ
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çâóêîâûõ ÷àñòîò. Ýòî – ïîçäíåå ïðèîáðåòåíèå ýâîëþ-
öèè, êîòîðîå èìåþò òîëüêî ìëåêîïèòàþùèåñÿ. Ïî
ñðàâíåíèþ ñ óõîì êîøêè èëè ñîáàêè íàðóæíîå óõî
÷åëîâåêà îòíîñèòåëüíî ìàëûõ ðàçìåðîâ è íå îáëàäàåò
ñïîñîáíîñòüþ îðèåíòèðîâàòüñÿ íà çâóê. Ó ðûá, çìåé,
ëÿãóøåê, ìóðàâüåâ è òàðàêàíîâ íåò âîîáùå óøíûõ
ðàêîâèí. Ó ÷åëîâåêà íàðóæíîå óõî çàêàí÷èâàåòñÿ òóãî
íàòÿíóòîé ïëåíêîé, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå áàðàáàííîé
ïåðåïîíêè (2). Ïîä âëèÿíèåì çâóêà îíà ñîâåðøàåò
ìèêðîñêîïè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå âîñïðèíèìàþò-
ñÿ ñðåäíèì óõîì ñ ïîìîùüþ îðãàíà (3), íàçûâàåìîãî
ìîëîòî÷êîì, è åãî ïðîäîëæåíèåì (4) – íàêîâàëåíêîé.
Ó ìóçûêàëüíîãî èíñòðóìåíòà áàðàáàíà êîæà íàòÿíóòà
ðàâíîìåðíî, ïîýòîìó ïðè óäàðå îí èçäàåò îïðåäåëåí-
íûé çâóê. Áàðàáàííàÿ æå ïåðåïîíêà óõà íàòÿíóòà
íåðàâíîìåðíî, ïîýòîìó ñîáñòâåííîé ðåçîíàíñíîé ÷àñ-
òîòû íå èìååò, à çíà÷èò, âîñïðèíèìàåò çâóêîâîé äèàïà-
çîí ïîñòóïàþùèõ âîëí áîëåå èëè ìåíåå ðàâíîìåðíî.

Íàçíà÷åíèå ìîëîòî÷êà è íàêîâàëåíêè â ñðåäíåì óõå
– çàãëóøàòü ñèëüíûé çâóê. Êîãäà áàðàáàíùèê æåëàåò
ïðèãëóøèòü èçäàâàåìûé áàðàáàíîì çâóê, îí ïðèæèìà-
åò ïàëüöàìè åãî ìåìáðàíó. Â óõå ýòî ïðîèñõîäèò
àâòîìàòè÷åñêè ïî êîìàíäå öåíòðàëüíîé íåðâíîé ñèñòå-
ìû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñâîåãî ðîäà àâòîìàòè÷åñ-
êàÿ ðåãóëèðîâêà óñèëåíèÿ, ïðèìåíÿåìàÿ â ðàäèîïðè-
åìíèêàõ, î êîòîðîé óæå ãîâîðèëîñü.

Çâóê, óëàâëèâàåìûé áàðàáàííîé ïåðåïîíêîé, ïåðå-
äàåòñÿ âî âíóòðåííåå óõî ñ ïîìîùüþ êîñòî÷êè (5),
íàçûâàåìîé ñòðåìå÷êîì. Ïîâðåæäåíèå áàðàáàííîé ïå-
ðåïîíêè èëè óäàëåíèå ìîëîòî÷êà è íàêîâàëåíêè íå
ëèøàåò ÷åëîâåêà ñëóõà, à ëèøü ïîíèæàåò åãî îñòðîòó.
Êàòàñòðîôà íàñòóïàåò ñ ïîâðåæäåíèåì ñòðåìå÷êà, ïî-
ñêîëüêó ÷åðåç íåãî âîçáóæäàþòñÿ çâóêîâûå êîëåáàíèÿ
â æèäêîñòè âíóòðåííåãî óõà. Ïî çàêîíó Ïàñêàëÿ äàâ-
ëåíèå â æèäêîñòè ïåðåäàåòñÿ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì
îäèíàêîâî, ÷òî ïîçâîëÿåò íà ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåãî
óõà ðàçìåùàòü îãðîìíîå ìíîæåñòâî íåðâíûõ êëåòîê,
âîñïðèíèìàþùèõ êîëåáàíèÿ.

Ïîëóêðóæíûå êàíàëû (6) è îðãàí (7), íàçâàííûé ïî
ñâîåé ôîðìå óëèòêîé, ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ àíàëèçà
ñïåêòðà çâóêîâûõ êîëåáàíèé ïî ÷àñòîòå, àìïëèòóäå è
òåìáðó. Êðîìå ýòîãî, ïîëóêðóæíûì êàíàëàì ïîðó÷åíà
äîïîëíèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ – îíè äàþò èíôîðìàöèþ î
íàêëîíå èëè äâèæåíèè ãîëîâû. Óêà÷èâàíèå íà ìîðå
ïðîèñõîäèò «áëàãîäàðÿ» èìåííî ýòîìó îðãàíó.

Ïðîñòûå ñèãíàëû, òèïà «äà–íåò», ïîñòóïàþùèå îò
ñîòåí òûñÿ÷ íåðâíûõ êëåòîê, èãðàþùèõ ðîëü ýëåêòðîí-
íûõ ðåëå, ïîïàäàþò â ñïåöèàëüíûé îòäåë ãîëîâíîãî
ìîçãà. Çäåñü îíè ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïðîãðàììîé, çàëîæåí-
íîé â íàñ îò ðîæäåíèÿ, è âûðàáàòûâàþò îùóùåíèÿ
ñòðàõà, îïàñíîñòè, ïîêîÿ, ïîäúåìà, æåëàíèÿ è äðóãèõ
âàæíûõ ÷óâñòâ.

Êàê óæå îáñóæäàëîñü, âçàèìîîáìåí çâóêîâîé èíôîð-
ìàöèåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïåðåäàþùèõ è
ïðèåìíûõ óñòðîéñòâ. Óõî îòíîñèòñÿ ê ïðèåìíîìó
óñòðîéñòâó, ïåðåäàþùèì óñòðîéñòâàì ÿâëÿåòñÿ àêóñ-
òè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ëåãêèõ, ãîðòàíè, ðòà,
ÿçûêà. Ãîðòàíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóõîâîé èíñòðó-
ìåíò, íàñòðàèâàåìûé ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷èñëåííûõ ýëà-
ñòè÷íûõ ìûøö. Ìåíÿÿ ïî-ðàçíîìó êîíôèãóðàöèþ ãîð-
òàííîé òðóáû, ÷åëîâåê ñïîñîáåí èçâëåêàòü ìóçûêàëü-
íûå çâóêè â îïðåäåëåííîì, òîëüêî åìó ñâîéñòâåííîì
äèàïàçîíå ÷àñòîò.

Ãîëîñîâîé àïïàðàò ÷åëîâåêà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ýâî-
ëþöèè. Ó ðûá, ïðåñìûêàþùèõñÿ è íàñåêîìûõ íè÷åãî
ïîõîæåãî íà íàø àïïàðàò íåò. Ïåâ÷èå ïòèöû è êîòû âî
âðåìÿ áðà÷íûõ óõàæèâàíèé èçäàþò ðàçíîîáðàçíûå,
ïðåèìóùåñòâåííî ìóçûêàëüíûå, çâóêè, íî îíè íå ñïî-
ñîáíû ëåãêî è ñâîáîäíî âîñïðîèçâîäèòü êîìáèíàöèè
çâóêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ÷åëîâå÷åñêóþ ðå÷ü. ×åëîâåêî-
îáðàçíûõ îáåçüÿí âîîáùå íåâîçìîæíî íàó÷èòü ãîâî-
ðèòü, ïîòîìó ÷òî èõ îðãàí ðå÷è óñòðîåí èíà÷å, èì
ïîäâëàñòåí òîëüêî ÿçûê ãëóõîíåìûõ.

Ïîçäíåéøèì ïðèîáðåòåíèåì ýâîëþöèè ÿâëÿåòñÿ îêîí-
÷àíèå ãîðòàíè â âèäå ïîëîñòè ðòà è íîñà. Â çàâèñèìîñòè
îò ïîëîæåíèÿ ÿçûêà è ãóá óñèëèâàþòñÿ èëè îñëàáëÿþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå îáåðòîíû, ñîäåðæàùèåñÿ â ãîðòàííîì
çâóêå. Òàê âîçíèêàþò ãëàñíûå è ñîãëàñíûå çâóêè.
Óïðàâëÿåò âñåì ýòèì îòäåë íåðâíîé ñèñòåìû, íàõîäÿ-
ùèéñÿ â ãîëîâíîì ìîçãå, ïðè ýòîì âçàèìîîáìåí çâóêî-
âîé èíôîðìàöèåé îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàçíûìè åãî îáëàñ-
òÿìè. Â ëåâîì ïîëóøàðèè íàõîäèòñÿ òàê íàçûâàåìûé
öåíòð Áðîêà. Åãî ïîâðåæäåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ïîñòðàäàâøèé ïîíèìàåò îáðàùåííóþ ê íåìó ðå÷ü, íî
ñàì ãîâîðèòü íå ìîæåò. Åñëè æå ïîðàæåí öåíòð Âåðíè-
êå, íàõîäÿùèéñÿ â çàäíåé ÷àñòè âåðõíåé âèñî÷íîé
èçâèëèíû, òî ïîíèìàíèå ðå÷è ñòàíîâèòñÿ íåäîñòóïíîé.

Óïðàâëåíèå ðå÷üþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ãèáêî è ìíîãîñòó-
ïåí÷àòî. Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè â äåéñòâèå ìûøöû
ãîðòàíè è ÿçûêà, ìûñëü ïðîãîâàðèâàåòñÿ âíóòðåííå,
ðåäàêòèðóåòñÿ, äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåòñÿ åå âðåìåííîå
ñîõðàíåíèå (çàïèñü), è óæ ïîòîì ïîäàåòñÿ êîìàíäà íà
èñïîëíåíèå. Ýòè ïðîöåññû ïðîòåêàþò íàñòîëüêî áûñò-
ðî, ÷òî ÷åëîâåêó êàæåòñÿ, ÷òî îí ãîâîðèò íå îáäóìûâàÿ.
Îäíàêî íàðóøåíèå ïðîìåæóòî÷íîé çàïèñè ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî áîëüíîé ÷åëîâåê îçâó÷èâàåò âñå ñâîè ìûñëè,
íå çàìå÷àÿ òîãî, ÷òî ãîâîðèò âñëóõ.

Çà÷åì ÷åëîâåêó äâà óõà?

Ñàìûé ðàñïðîñòðàíåííûé îòâåò ôèçèîëîãîâ íà ýòîò
âîïðîñ çâó÷èò òàê: äâà óõà, êàê è äâà ãëàçà, íåîáõîäè-
ìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ è ðàññòîÿíèÿ äî
èñòî÷íèêà çâóêà. Îòâåò âåðíûé, íî íå èñ÷åðïûâàþùèé.
Ýòî âñå ðàâíî ÷òî ñêàçàòü: óøè äàíû äëÿ òîãî, ÷òîáû
÷åëîâåê ñîõðàíÿë ðàâíîâåñèå è ÷óâñòâî ïðîñòðàíñòâà.

Ðèñ.3. Îðãàí ñëóõà ÷åëîâåêà



Ýòî ñâîéñòâî óøåé èñïîëüçóåò äàæå ãëóõîíåìîé, íî
îíè âñå æå íóæíû íå äëÿ ýòîãî. Îïðåäåëåíèå íàïðàâ-
ëåíèÿ íà èñòî÷íèê çâó÷àíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì
ñâîéñòâîì áèíàðíîãî ñëóõà, è âûïîëíÿåòñÿ ýòà ôóíê-
öèÿ ó ÷åëîâåêà ïî ñðàâíåíèþ ñ êîøêîé èëè ñîáàêîé
èñêëþ÷èòåëüíî ïëîõî. ×àùå âñåãî îáà óõà èìåþò
ðàçíóþ îñòðîòó âîñïðèÿòèÿ (çàëîæåííîñòü, âîñïàëè-
òåëüíûå ïðîöåññû), î ÷åì ÷åëîâåê ìîæåò è íå äîãàäû-
âàòüñÿ. Äëÿ æèçíåäåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà ýòè äåôåêòû
íå èãðàþò ïðàêòè÷åñêîé ðîëè, ïîýòîìó íàøè óøíûå
ðàêîâèíû íå îðèåíòèðóþòñÿ íà ïðèõîäÿùèå çâóêè, êàê
íàáëþäàåòñÿ ó ñîáàê èëè êîøåê. Óäâîåíèå îðãàíà
ñëóõà ïðåñëåäóåò ñîâåðøåííî äðóãèå öåëè. Çäåñü ñíîâà
ïðèäåòñÿ îáðàòèòüñÿ çà ïîìîùüþ ê ôèçèêå.

Íàïîìíèì, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ðåçîíàíñíîãî ýëåìåí-
òà èìååò êîëîêîëîîáðàçíûé âèä (ðèñ.4). Âñå ÷àñòîòû
ñïðàâà è ñëåâà îò ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ýëåìåíòà îñëàá-

ëÿþòñÿ ïëàâíî, à çíà-
÷èò, íåíóæíûå ÷àñòî-
òû õîòÿ áû è â îñëàá-
ëåííîì âèäå âñå ðàâíî
ïðîíèêàþò íà âûõîä.
Ëó÷øèì èçáèðàòåëü-
íûì ýëåìåíòîì áûëî
áû ãèïîòåòè÷åñêîå óñ-
òðîéñòâî ñ Ï-îáðàçíîé
÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé. Íî ïîëó÷èòü òà-
êóþ õàðàêòåðèñòèêó

íåëüçÿ, ìîæíî ëèøü ìàêñèìàëüíî ïðèáëèçèòüñÿ ê íåé.
Â ðàäèîïðèåìíèêàõ âûñîêîãî êëàññà ïî÷òè ïðÿìîó-

ãîëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äîñòèãàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íå-
ñêîëüêèõ âçàèìîñâÿçàííûõ êîíòóðîâ. Íà ðèñóíêå 5

ïîêàçàíî, êàê èç ïÿòè
êîëîêîëîîáðàçíûõ õà-
ðàêòåðèñòèê ïîëó÷àåò-
ñÿ ïî÷òè Ï-îáðàçíàÿ
ôîðìà. ×åì áîëüøå
êîíòóðîâ, òåì ëó÷øå
ïðèáëèæàåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà ê èäåàëüíîé
ôîðìå. Íî äîáàâëåíèå
êàæäîãî ýëåìåíòà òðå-
áóåò äîïîëíèòåëüíûõ

çàòðàò, êîòîðûå äîëæíû áûòü ýêîíîìè÷åñêè îáîñíîâà-
íû. Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü, ñêîëüêèìè èçáèðàòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè äîâîëüñòâóåòñÿ ÷åëîâåê.

Ïðèåìíèê çâóêîâûõ êîëåáàíèé ó ÷åëîâåêà ñîñòîèò èç
îðãàíà ñëóõà, íåðâíûõ êëåòîê, ïåðåâîäÿùèõ çâóêîâûå
êîëåáàíèÿ â íåðâíûå èìïóëüñû, è îïðåäåëåííîãî îòäå-
ëà ãîëîâíîãî ìîçãà, îáðàáàòûâàþùåãî èõ. Ó ÷åëîâåêà
äâà óõà è äâà ïîëóøàðèÿ ãîëîâíîãî ìîçãà. ×òîáû
âîçíèêëà áèíàðíàÿ àêóñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà èç äâóõ îäè-
íàêîâûõ ïîäñèñòåì, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü ìåæäó
íèìè îïðåäåëåííóþ ñâÿçü. Â ðàäèîïðèåìíèêàõ òàêàÿ
ñâÿçü îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âçàèìîèíäóêöèè èëè
÷åðåç êîíäåíñàòîðû ñâÿçè. Ôîðìà ÷àñòîòíîé õàðàêòå-
ðèñòèêè â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ äîáðîòíîñòüþ
êîíòóðîâ è âåëè÷èíîé âçàèìîñâÿçè. Åñëè ïðîèçâåäåíèå

1Qk � , ãäå k – êîýôôèöèåíò ñâÿçè, òî ôîðìà õàðàê-

òåðèñòèêè îñòàåòñÿ êîëîêîëî-
îáðàçíîé. Åñëè 1Qk � , òî
ïîÿâëÿåòñÿ ãëóáîêèé ïðîâàë
(ðèñ.6). Íåéðîôèçèîëîãàìè
óñòàíîâëåíî, ÷òî îòäåëû ãî-
ëîâíîãî ìîçãà, îòâå÷àþùèå çà
ñëóõ, èìåþò íåáîëüøîå ÷èñëî
îáùèõ íåðâíûõ âîëîêîí. Êî-
ëè÷åñòâî èõ ïðèðîäà óñòàíî-
âèëà òàêèì, ÷òîáû ïðîâàë íà
÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêå áûë
íåçíà÷èòåëüíûì.

Åñëè âçãëÿíóòü íà ïðîáëå-
ìó áèíàðíîãî ñëóõà ñ ïîçèöèè èñòîêîâ ìèðîçäàíèÿ, òî
îñíàùåíèå æèâûõ îðãàíèçìîâ äóáëåòíûìè îðãàíàìè
ïðîèñõîäèëî íå ñðàçó, à ïî ìåðå óñëîæíåíèÿ ñóùåñòâ.
Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ýâîëþöèè âñå îðãàíèçìû èìåëè
ïðèìèòèâíîå ñòðîåíèå. Ó íèõ íå áûëî îðãàíîâ ñëóõà è
çðåíèÿ. Îíè ðåàãèðîâàëè òîëüêî íà îáùóþ èíòåíñèâ-
íîñòü ñâåòîâîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðè îñâåùåíèè àìåáû
óçêèì ïó÷êîì ñâåòà îíà óïîëçàëà â òåíü. Äëÿ ñîõðàíå-
íèÿ ñâîåé æèçíåäåÿòåëüíîñòè ñëóõ åé íå òðåáîâàëñÿ.
Ýâîëþöèÿ â öåëîì âñåãäà èäåò ïî ïóòè ñîâåðøåíñòâî-
âàíèÿ îðãàíèçìîâ. Íà íîâîì ýòàïå ðàçâèòèÿ âîçíèêàåò
ìîçàè÷íûé ãëàç, ñîñòîÿùèé èç ñîòåí ýëåìåíòàðíûõ
ãëàçêîâ. Çàòåì ïîÿâëÿþòñÿ îðãàíèçìû, îñíàùåííûå
ïàðîé ìîçàè÷íûõ ãëàç. Òàêèìè ãëàçàìè ñíàáæåíû
ñîâðåìåííûå íàñåêîìûå: ìóõè, ñòðåêîçû è áàáî÷êè.
Èçîáðåòåíèå îêàçàëîñü óäà÷íûì. Ñ ýòèõ ïîð äâîéíûìè
ãëàçàìè îñíàùàþòñÿ âñå îðãàíèçìû. Áûë òàêæå îïðî-
áîâàí ïóòü óòðîåíèÿ ãëàçà. Òðè ãëàçà èìåþò, íàïðèìåð,
ñîâðåìåííûå òàðàêàíû. Îäíàêî çàêîíû ðàçâèòèÿ çàï-
ðåùàþò òðåõêðàòíîå ïîâòîðåíèå, òàê ÷òî äàííûé ïóòü
îêàçàëñÿ áåñïåðñïåêòèâíûì.

Ñîâåðøåíñòâîâàíèå îðãàíèçìà ïîøëî ïî ïóòè óñëîæ-
íåíèÿ êîíñòðóêöèè ãëàçà è îñíàùåíèÿ åãî îðãàíîì
ñëóõà, ñíà÷àëà ðàñïðåäåëåííûì ïî ïîâåðõíîñòè òåëà,
çàòåì ñêîíöåíòðèðîâàííûì â îïðåäåëåííîì ìåñòå, è,
íàêîíåö – óäâîåíèÿ îðãàíîâ, êàê ó âñåõ âûñøèõ
æèâîòíûõ.

Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îðãàíîâ ñëóõà
îò îðãàíîâ çðåíèÿ

Îðãàíû ñëóõà è çðåíèÿ ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ îðãàíèçìîì æèçíåííî âàæíûõ ñâåäåíèé î ñðåäå
îáèòàíèÿ. Â ýòîì èõ îáùíîñòü. Íî äëÿ öåëåé âçàèìî-
îáìåíà èíôîðìàöèåé ìåæäó îòäåëüíûìè ñóùåñòâàìè
âñå ïðåèìóùåñòâà – çà ñëóõîâûì àïïàðàòîì. Â îòëè÷èå
îò àêóñòè÷åñêîé ñâÿçè, çðåíèå íå èìååò ñâîåãî ïåðåäàò-
÷èêà. Èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ òîëüêî ïîçàìè, ìèìè-
êîé, äâèæåíèåì ðóê ÷åëîâåêà èëè õâîñòà, êàê ó æèâîò-
íûõ. ×òîáû ñâåäåíèÿ áûëè ïîíÿòû, íåîáõîäèì âíå-
øíèé èñòî÷íèê ñâåòà. Â òåìíîòå âèçóàëüíàÿ ñâÿçü íå
ðàáîòàåò, êàê íå ðàáîòàåò è âíå ïðÿìîé âèäèìîñòè.

Ïðè àêóñòè÷åñêîé ñâÿçè ñàì îðãàíèçì ðåøàåò âîïðîñ,
ïîñûëàòü ëè åìó èíôîðìàöèþ â îêðóæàþùèé ìèð.
Âåñíîé, êîãäà ïðîáóæäàåòñÿ ëåñ ê íîâîé æèçíè, íàä
êóïîëàìè ïûøíûõ äåðåâüåâ ðàçíîñèòñÿ ãîëîñ êóêóø-
êè. Åãî ñëûøàò âñå îáèòàòåëè ëåñà, åìó íå ìåøàåò
ïîãîäà, îòñóòñòâèå âèäèìîñòè, îãðàíè÷åííîñòü òåððè-

Ðèñ.5. ×àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà óñè-
ëèòåëÿ ñ ïÿòüþ êîíòóðàìè

Ðèñ.6. Ñèëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó
äâóìÿ êîíòóðàìè
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Ðèñ.4. Êîëîêîëîîáðàçíàÿ è Ï-îáðàç-
íàÿ õàðàêòåðèñòèêè èçáèðàòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ
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òîðèè. ×òîáû äàòü ñâåäåíèÿ î ñåáå, êóêóøêå íàäî
çàòðàòèòü ýíåðãèþ íà âîçáóæäåíèå çâóêîâûõ êîëåáà-
íèé. Ýòà ýíåðãèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âî âñå ñòîðîíû,
ïîñòåïåííî îñëàáåâàÿ. Âñå äðóãèå æèâîòíûå, íå òîëüêî
êóêóøêè, óëàâëèâàþò ïîçûâíûå ñ ïîìîùüþ ñâîèõ
àêóñòè÷åñêèõ ñðåäñòâ. Êàêîé áû âûñîêîé ÷óâñòâèòåëü-
íîñòüþ èõ ïðèåìíèêè íè îáëàäàëè, îíè áåñïîëåçíû,
åñëè íà âõîä íå ïðèõîäèò îïðåäåëåííàÿ äîëÿ ýíåðãèè
àêóñòè÷åñêèõ âîëí. Èìåííî îíà âûçûâàåò ðàñêà÷èâà-
íèå áàðàáàííûõ ïåðåïîíîê óøåé.

Êâàäðàòè÷íûå çàâèñèìîñòè âîçíèêàþò â îêðóæàþ-
ùåì ìèðå âñåãäà, êîãäà èäåò ðå÷ü î ìîùíîñòÿõ èëè
ýíåðãèÿõ: êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñòóïàòåëüíî äâèæó-

ùåãîñÿ òåëà ðàâíà 2 2mv ; êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðà-

ùàþùåãîñÿ òåëà – 2 2IΩ ; ýíåðãèÿ çàðÿæåííîãî êîí-

äåíñàòîðà – ( )2 2q C ; ìîùíîñòü, ðàññåèâàåìàÿ â öåïè

òîêà, – 2RI  è ò.ä. Îáðàùàÿñü ê ôîðìóëå (1), íàõîäèì
ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó è ïðèåìî-ïåðåäàþùå-
ãî îðãàíà æèâîãî ñóùåñòâà:
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Ïîñêîëüêó ïðèåì çâóêîâîé èíôîðìàöèè îáåñïå÷èâà-
þò äâà èäåíòè÷íûõ êàíàëà, òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü
îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó íèìè, ïðèâîäÿùóþ ê äâó-
ãîðáîé õàðàêòåðèñòèêå. Äëÿ ýòîãî ñòîèò èñïîëüçîâàòü
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â òåîðèè ñâÿçàííûõ êîíòóðîâ.
Äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà èç èäåíòè÷íûõ êîíòóðîâ, ñâÿ-
çàííûõ äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç êîýôôèöèåíò ñâÿçè k,
ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå íåñâÿçàííûõ êîíòó-
ðîâ, íàñòðîåííûõ íà ðàçíûå ÷àñòîòû. Ðàñ÷åòû òàêèõ
ñèñòåì çíà÷èòåëüíî óïðîùàþòñÿ:
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Äðóãàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ îñîáåííîñòü ýòîé ôîðìóëû –
îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ïðè çàìåíå ÷àñòî-
òû f íà äëèòåëüíîñòü êîëåáàíèé t:
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E

D t t t t
Q Q

t t t t

= +
Ê ˆ Ê ˆ

+ - + -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

.     (5)

Â çàäà÷àõ âçàèìîîáùåíèÿ ñ ïîìîùüþ çâóêà äåéñòâè-

òåëüíî óäîáíåå îïåðèðîâàòü ñ äëèòåëüíîñòüþ ñèãíà-
ëîâ, íåæåëè ñ èõ ÷àñòîòîé. Òàê, êîíòðîëèðóÿ ñåêóíäî-
ìåðîì âðåìÿ ÷òåíèÿ òåêñòà, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà
ïðîèçíîøåíèå ñëîâà èç øåñòè áóêâ òðåáóåòñÿ ïîëñå-
êóíäû. Ïóñòü ëåâîå óõîä íàñòðîåíî íà äëèòåëüíîñòü
ïðèõîäÿùèõ ñèãíàëîâ 0,4 ñ, à ïðàâîå – íà 0,6 ñ. Òîãäà
ïðè äîáðîòíîñòè Q = 2 è D = 100 ýíåðãèÿ, ðàññ÷èòàí-
íàÿ ïî ôîðìóëå (5), áóäåò âûãëÿäåòü, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 7. Íåáîëüøàÿ äâóãîðáîñòü õàðàêòåðèñòèêè
ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîñòè âûáîðà èñõîäíûõ ïà-
ðàìåòðîâ, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà Òåì íå
ìåíåå, äëÿ áîëüøåé óáåäèòåëüíîñòè ñëåäóåò îáðàòèòü-
ñÿ ê ðåçóëüòàòàì, äîñòèãíóòûì ÿçûêîçíàíèåì.

Çâóêîâîå îáùåíèå ñ ïîçèöèè ëèíãâèñòèêè

Ëèíãâèñòèêà, èëè íàóêà î ÷åëîâå÷åñêîì ÿçûêå êàê
ñðåäñòâå îáùåíèÿ, çàðîäèëàñü 2500 ëåò íàçàä. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øèðîêî ðàç-
âåòâëåííóþ äèñöèïëèíó. Íàèáîëåå âàæíàÿ ÷àñòü åå –
ôîíåòèêà, êîòîðàÿ èçó÷àåò çâóêîâîé ñòðîé ÿçûêà. Ñ
ïîÿâëåíèåì ïèñüìåííîñòè ê ðå÷åâîìó îáùåíèþ ïîä-
êëþ÷èëñÿ âèçóàëüíûé êàíàë. Ñ ýòîãî âðåìåíè îäíà è
òà æå èíôîðìàöèÿ ïåðåäàåòñÿ è âîñïðèíèìàåòñÿ ïðèí-
öèïèàëüíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè: ñëóõîì è çðåíèåì.
Òðàíñëÿòîðîì çäåñü (êîìïèëÿòîðîì – â òåðìèíàõ
èíôîðìàòèêè) ñëóæèò ãðàììàòèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïå-
ðåõîäèòü îò àêóñòè÷åñêîãî ÿçûêà ê ÿçûêó âèçóàëü-
íîìó.

Ñîâðåìåííàÿ ðóññêàÿ ïèñüìåííîñòü áàçèðóåòñÿ íà
àëôàâèòå, ñîñòîÿùåì èç 33 áóêâ, îäíàêî â ñîâðåìåííîì
ðóññêîì ÿçûêå íàñ÷èòûâàåòñÿ 45 ãëàâíûõ çâóêîâ. Ãðàì-
ìàòèêà êàê ðàç è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðàâîïèñàíèå
ýêîíîìíûì. Åñëè îáðàòèòüñÿ ê êëàâèàòóðå ïèøóùåé
ìàøèíêè èëè êîìïüþòåðà, òî ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
áóêâû íà íåé ïðîñòàâëåíû íå ïî àëôàâèòó. Öåíòðàëü-
íóþ ÷àñòü çàíèìàþò 12 áóêâ:

ê à ì å ï è í ð ò ã î ü.

Èìåííî îíè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåìûìè
çíàêàìè ïèñüìåííîé ðå÷è. Îñîáàÿ ðîëü çäåñü îòâîäèò-
ñÿ ìÿãêîìó çíàêó. Ñ åãî ïîìîùüþ âìåñòî 11 çâóêîâ (ü
– íå ÿâëÿåòñÿ çâóêîì) ïîëó÷àþòñÿ 18 – äîáàâëÿþòñÿ
íîâûå çâóêè: êü, ìü, ïü, íü, ðü, òü, ãü, ïîýòîìó ìÿãêèé
çíàê ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñæèìàòü ïèñüìåííóþ èí-
ôîðìàöèþ.

Èç çâóêîâ ñîçäàþòñÿ ñëîâà, èç ñëîâ – ïðåäëîæåíèÿ.

Ôîðìàëüíî èç n áóêâ ìîæíî îáðàçîâàòü 
( )

!

!

n

n m-
 ñëîâ,

ñîäåðæàùèõ m áóêâ. Èç 11 âûøåóêàçàííûõ áóêâ (íå
ñ÷èòàÿ ü) ïîëó÷èòñÿ 110 äâóõáóêâåííûõ ñëîâ, 990
òðåõáóêâåííûõ ñëîâ è ò.ä. Âñåãî ìîæåò áûòü îáðàçîâà-
íî 68,5 ìèëëèîíîâ ñëîâ äëèíîé îò äâóõ äî äåñÿòè áóêâ.
Íà äåëå òàêèõ ñëîâ íàáèðàåòñÿ ìàëî, ÷óòü áîëüøå 2000,
èç-çà òîãî ÷òî íå âñå ñî÷åòàíèÿ áóêâ äîïóñêàåò ÿçûê.
Òàêàÿ ïðèâåðåäëèâîñòü ÿçûêà îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â
îñíîâå çâóêîâîé ïåðåäà÷è ëåæèò ïðèíöèï ðàçáîð÷èâî-
ñòè ðå÷è. Îíà æå çàâèñèò íå òîëüêî îò êîíñòðóêöèè
ãîðòàíè è ðòà, íî è îò âíåøíèõ ïîìåõ. Ýòî ìîæåò áûòü
øóì ëåñà, ãðîõîò ïàäàþùåãî âîäîïàäà, çàâûâàíèå
âåòðà. Â óñëîâèÿõ ïîñòîÿííîé áîðüáû çà ñóùåñòâîâà-Ðèñ.7. Ýíåðãèÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé, óëàâëèâàåìàÿ îðãàíîì ñëóõà



íèå æèçíåñïîñîáíûìè îêàçûâàëèñü ïëåìåíà, îáùàþ-
ùèåñÿ ìåæäó ñîáîé íà ðàçáîð÷èâûõ äëÿ äàííîé ìåñò-
íîñòè ÿçûêàõ.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîêîëåíèÿìè ôèëîëîãîâ è ëèíã-
âèñòîâ ñîçäàíû ðàçíûå âèäû ñëîâàðåé ðóññêîãî ÿçûêà:
òîëêîâûå, îðôîãðàôè÷åñêèå, ÷àñòîòíûå, ñèíîíèìîâ,
ñâîäíûå è äðóãèå. Ðàñïîëàãàÿ ïîäîáíûìè ñëîâàðÿìè,
ìîæíî áûëî áû âûÿñíèòü, êàêîå êîëè÷åñòâî ñëîâ
ïðèõîäèòñÿ â ÿçûêå íà ðàçíóþ èõ äëèíó. ×àñòè÷íî
òàêàÿ ðàáîòà ïðîäåëàíà àâòîðàìè ÷àñòîòíîãî ñëîâàðÿ
ðóññêîãî ÿçûêà. Îêàçûâàåòñÿ, íàèáîëåå óïîòðåáèòåëü-
íû ñëîâà èç øåñòè-ñåìè áóêâ. Îäíàêî ýòè âûâîäû
ñäåëàíû íå äëÿ âñåãî îáúåìà ðóññêèõ ñëîâ, èçîáðåòåí-
íûõ íàðîäîì. Ñîâðåìåííûé ñâîäíûé ñëîâàðü îõâàòû-
âàåò 170 òûñÿ÷ ñëîâ. Ýòî ëèøü íåçíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ
òîãî, ÷òî äîïóñêàþò çàêîíû êîìáèíàòîðèêè. Òåì íå
ìåíåå, ðàáîòàòü ñ òàêèì ìàññèâîì çàäà÷à òåõíè÷åñêè
òðóäíàÿ, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíîé, íî âàæíîé
çàäà÷åé.

À èìåííî, ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòèêó íàèáîëåå ÷àñòî
âñòðå÷àåìûõ ñëîâ, îãðàíè÷èâàÿ èõ îáúåì ÷àñòîòîé
âñòðå÷àåìîñòè, ðàâíîé 7 èç îäíîãî ìèëëèîíà ñëîâîó-
ïîòðåáëåíèé. Òàêèõ ñëîâ ïî ÷àñòîòíîìó ñëîâàðþ îêà-
çàëîñü 11267. Ðàñïðåäåëåíèå èõ ïî äëèíå ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 8.

Àíàëèç õàðàêòåðèñòèêè ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî îíà
èñêëþ÷èòåëüíî òî÷íî îïèñûâàåòñÿ ïÿòüþ ðåçîíàíñíû-
ìè çâåíüÿìè ôîðìóëû (3), åñëè ÷àñòîòó àêóñòè÷åñêèõ
âîëí çàìåíèòü äëèòåëüíîñòüþ ñëîâà, à äëèòåëüíîñòü
ñëîâà – ÷èñëîì ñîñòàâëÿþùèõ åãî áóêâ:
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Çäåñü nN  – ÷èñëî ñëîâ, ñîäåðæàùèõ n áóêâ; m –
íîìåð ðåçîíàíñíîãî çâåíà (èõ ïÿòü); Q – äîáðîòíîñòü
çâåíà, ðàâíàÿ 5; 2 1mP

+
 – êîýôôèöèåíòû êàæäîãî

çâåíà (êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïî ôàêòè÷åñêèì äàííûì):
P3 51,4414= , P5 823,4799= , P7 1373,6277= , P9 =

556,6676= , P11 85,1854= . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî
ôîðìóëå (6) ïîêàçàíû ïóíêòèðîì íà ðèñóíêå 8.

Â öåëîì ôîðìóëà (6) óáåäèòåëüíî îòðàæàåò äåéñòâè-
òåëüíîñòü. Ðàñõîæäåíèå äëÿ êîðîòêèõ ñëîâ îáúÿñíÿåò-
ñÿ òåì, ÷òî ÷àñòîòíûå ñëîâàðè íå ó÷èòûâàþò íåíîðìà-
òèâíóþ ëåêñèêó, êîòîðàÿ â ðàçãîâîðíîì îáùåíèè óïîò-
ðåáëÿåòñÿ øèðîêî. Ðàñõîæäåíèå æå íà ñïàäàþùåé
÷àñòè õàðàêòåðèñòèêè âûçâàíî òåì, ÷òî íàóêà è òåõíèêà
ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþò ñëîâàðü ñîâðåìåííîãî ÷åëîâå-
êà ïóòåì ïðèìåíåíèÿ áîëåå äëèííûõ ñëîâ. Åñëè âìåñòî
11 òûñÿ÷ èñïîëüçîâàòü 110 òûñÿ÷ ñëîâ, òî ðàçëè÷èÿ
íàáëþäàòüñÿ íå áóäåò. Ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ, îäíàêî, íå
ñëåäóåò îæèäàòü, èáî ÿçûê íåïðåðûâíî ìåíÿåòñÿ. Êà-
êèå-òî ñëîâà âåòøàþò è èñ÷åçàþò èç îáèõîäà, à íîâûå
òåðìèíû è îáîðîòû íå ñðàçó ñòàíîâÿòñÿ îáùåïðèçíàí-
íûìè.

Çàêëþ÷åíèå

Ôèçèêà, ìàòåìàòèêà, ôèçèîëîãèÿ è ëèíãâèñòèêà óáåæ-
äàþò, ÷òî â îñíîâå ðàçíîîáðàçèÿ ÿçûêîâ íà Çåìëå
ëåæàò ñóãóáî ïðèðîäíûå ôàêòîðû. Ïîäîáíî òîìó, êàê
æèòåëè ýêâàòîðèàëüíûõ ðàéîíîâ èìåþò òåìíóþ êîæó,
à æèòåëè Êèòàÿ – õàðàêòåðíûé ðàçðåç ãëàç, ñðåäà
îáèòàíèÿ, ôîðìèðóþùàÿ âíåøíèé îáëèê ëþäåé, èçìå-
íÿåò è âíóòðåííèå îðãàíû. Íàãëÿäíûì äîêàçàòåëü-
ñòâîì ýòîãî ñëóæàò, íàïðèìåð, ñåðïîâèäíûå êëåòêè
êðîâè àôðèêàíöåâ, äåëàþùèå èõ íå÷óâñòâèòåëüíûìè ê
ìàëÿðèè, ïåðåä êîòîðîé ïðàêòè÷åñêè áåççàùèòíû âñå
åâðîïåéöû. Åñëè âíåøíèå ïðèçíàêè: öâåò êîæè, âîëîñ
è ãëàç, êîíôèãóðàöèÿ ãîëîâû è ïðîïîðöèè òóëîâèùà
(àíãëè÷àíå â ñðåäíåì èìåþò áîëåå äëèííûå íîãè,
íåæåëè ñëàâÿíå) ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ àíòðîïîëîãè-
÷åñêèìè èçìåðåíèÿìè, òî â îòíîøåíèè òîíêèõ ðàçëè-
÷èé ìåæäó îðãàíàìè ñëóõà è ðå÷è ðàçíûõ íàðîäîâ
ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Ïðèíöèï äåéñòâèÿ è íàáîð ýëå-
ìåíòîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðå÷åâîå îáùåíèå, ó âñåõ ïðåä-
ñòàâèòåëåé ÷åëîâå÷åñòâà îäèíàêîâû. Ðàçëè÷èå ìîæåò
áûòü òîëüêî â ïàðàìåòðàõ è ñõåìíûõ ðåøåíèÿõ, ïîäîá-
íî òîìó êàê â ðàäèîïðèåìíûõ óñòðîéñòâàõ ðàçíàÿ
÷óâñòâèòåëüíîñòü è èçáèðàòåëüíîñòü äîñòèãàþòñÿ ðàç-
ëè÷íûì ñîåäèíåíèåì è êîìáèíèðîâàíèåì îäíèõ è òåõ
æå êîìïîíåíòîâ. Ñðåäà îáèòàíèÿ íàêëàäûâàåò îòïå÷à-
òîê íà ðàçáîð÷èâîñòü ðå÷è è, äåéñòâóÿ äåíü çà äíåì, ÷àñ
çà ÷àñîì, âûíóæäàåò ëþäåé íå òîëüêî ñîâåðøåíñòâî-
âàòü ôîíåòèêó è ãðàììàòèêó ÿçûêà, ââîäÿ â íåãî
ýëåìåíòû èçáûòî÷íîñòè, íî è ñîîòâåòñòâåííî ïðèñïî-
ñàáëèâàòü ôèçèîëîãèþ ãîðòàíè è ñëóõîâîãî àïïàðàòà.

Â òîì, ÷òî ýòè îðãàíû ó ðàçíûõ íàðîäîâ ðàçíûå, âðÿä
ëè óäàñòñÿ óáåäèòüñÿ èíñòðóìåíòàëüíûì ïóòåì, êóäà
ïðîùå èñïîëüçîâàòü ñâÿçü ìåæäó äëèíîé ñëîâà è
÷àñòîòîé åãî ïðèìåíåíèÿ. Èç ãðàôèêà, ïîäîáíîãî ãðà-
ôèêó íà ðèñóíêå 8, ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëî è ïàðàìåò-
ðû ðåçîíàíñíûõ îáúåêòîâ, îðãàíèçóþùèõ ðå÷ü êàæäî-
ãî ýòíîñà. Îíè è ïîçâîëÿò ñóäèòü î òîì, íà êàêîì ýòàïå
ðàçâèòèÿ íàõîäÿòñÿ åãî ðå÷åâûå âîçìîæíîñòè. Çàäà÷à
ñàìà ïî ñåáå î÷åíü âàæíàÿ. Ìîæåò áûòü, ïîïðîáóåòå åå
ðåøèòü?

Ðèñ.8. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ñëîâ îò èõ äëèíû
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Îêðóæíîñòè íà ðåøåòêàõ
Â.ÂÀÂÈËÎÂ, À.ÓÑÒÈÍÎÂ

Ñ
ÒÀÒÜß ÏÎÑÂßÙÅÍÀ ÈÇÓ×ÅÍÈÞ ÂÎÇÌÎÆÍÛÕ
ðàñïîëîæåíèé îêðóæíîñòè íà äåêàðòîâîé ïëîñ-
êîñòè è âûÿñíåíèþ ñèòóàöèé, êîãäà äëÿ çàäàí-

íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îêðóæíîñòü âíóòðè ñåáÿ
ñîäåðæèò ðîâíî n óçëîâ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè 2

Z

èëè ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç n åå óçëîâ.

Òåîðåìû Ãàóññà

Ïåðâîå èññëåäîâàíèå ðåøåòêè 2
Z  êàê ìàòåìàòè÷åñ-

êîãî îáúåêòà áûëî, ïî-âèäèìîìó, ïðåäïðèíÿòî Ê.Ãàóñ-
ñîì – êîðîëåì ìàòåìàòèêè, êàê åãî íàçûâàëè ñîâðåìåí-
íèêè. Îí çàèíòåðåñîâàëñÿ âîïðîñîì î òîì, êàê áûñòðî

ñ ðîñòîì R ðàñòåò ÷èñëî ( )N R  òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè â êðóãå

( ) ( ){ }2 2 2; :K R x y x y R= + £ ,

ãäå 0R ≥  öåëîå ÷èñëî. ×èñëî ( )N R  ðàâíî ïëîùàäè

ôèãóðû ( )F R , ñîñòàâ-
ëåííîé èç òåõ åäèíè÷íûõ
êâàäðàòîâ ðåøåòêè, ó
êîòîðûõ ëåâûé íèæíèé
óãîë ëåæèò â ( )K R
(ðèñ.1).

Òàê êàê íàèáîëüøåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè åäèíè÷íîãî êâàä-

ðàòà íå ïðåâîñõîäèò 2 ,
òî ÿñíî, ÷òî âñå êâàäðà-
òû, êîòîðûå ïåðåñåêàþò-

ñÿ îêðóæíîñòüþ 2 2 2x y R+ = , ðàñïîëîæåíû â êîëüöå
(ïðè R = 4 åãî ãðàíèöû íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíû
ïóíêòèðîì)

( ) ( ) ( ){ }
2 2

2 2; : 2 2x y R x y R- £ + £ + .

Ïëîùàäü ýòîãî êîëüöà ðàâíà

( ) ( )
2 2

2 2 4 2R R Rπ πÊ ˆ+ - - =Ë ¯ ,

è ïîýòîìó

( ) 2 4 2F R R Rπ π- <È ˘Î ˚ ,

ãäå [F] îáîçíà÷àåò ïëîùàäü ôèãóðû F.
Èòàê,

( )
2

4 2N R

RR

ππ- £ .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ R èìååò
ìåñòî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

( )
2

N R

R
πª ,

÷òî â áîëåå òî÷íîé ôîðìå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
îòäåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1 (Ê. Ãàóññ). Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

( )
2

lim
R

N R

R
π

Æ•

= .                     (1)

Ãàóññ (êàê íàïèñàíî â êíèãå [1]) ÷èñëåííî ïðîâåðèë
òî÷íîñòü ôîðìóëû (1), ñîñòàâèâ òàáëèöó, ãäå â ïîñëåä-
íåé ñòðîêå ïðèâîäÿòñÿ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
÷èñëà π :

Ðèñ. 1
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Äîêàçàííîå ðàâåíñòâî (1) ñâÿçàíî ñ îäíèì èç îñíîâ-
íûõ ñâîéñòâ ðåøåòêè 2

Z : ïëîùàäü ëþáîãî ïàðàëëåëî-
ãðàììà Ï, ïîðîæäàþùåãî ðåøåòêó 2

Z , ðàâíà 1. Òàêèå
ïàðàëëåëîãðàììû íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûìè.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïàðàëëåëîãðàìì ïîðîæäàåò ðåøåòêó 2

Z ,
åñëè âñÿ ïëîñêîñòü ðàçáèòà (áåç íàëîæåíèé) íà ðàâíûå
Ï ïàðàëëåëîãðàììû, à ìíîæåñòâî âåðøèí âñåõ ïàðàë-
ëåëîãðàììîâ ðàçáèåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ
óçëîâ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäå-
íèÿ óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ôóíäàìåíòàëüíûìè ïàðàëëåëîãðàììàìè è óçëàìè
ðåøåòêè 2

Z . Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ïàðàëëåëîãðàììó
åãî ñàìóþ ëåâóþ âåðøèíó, à åñëè òàêèõ âåðøèí äâå, òî
èç íèõ âûáåðåì òó, êîòîðàÿ èìååò íàèìåíüøóþ îðäèíà-

òó. Ìîäóëü ðàçíîñòè ïëîùàäè êðóãà ( )K R  è ïëîùàäè
ôèãóðû F, ñîñòîÿùåé èç îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïàðàëëåëîã-

ðàììîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óçëàì èç ( )K R , ìåíü-
øå ïëîùàäè êîëüöà

( ) ( ) ( ){ }2 22 2; :x y R a x y R a- £ + £ + ,

ãäå à – íàèáîëüøàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà Ï (íà

ðèñóíêå 2 R = 4 è 13a = ). Åñëè [ ]o Δ= , òî

[ ] ( )F N RΔ= ◊  è, ñëåäîâàòåëüíî,

( ) 2N R RΔ π◊ - < ( ) ( )( )2 2
4R a R a a Rπ π+ - - = .

Çíà÷èò,

( )
2

4N R a

RR

π π
Δ Δ

- < .

Óñòðåìëÿÿ R ê áåñêîíå÷íîñòè, ïî äîêàçàííîìó âûøå
ïîëó÷àåì, ÷òî

( )
2

lim 1
R

N R

R

ππ
ΔÆ•

= = = ,

ò.å. 1Δ = .
Ïîëó÷èì åùå îäíî èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå ôîðìóëû

(1). Âåëè÷èíà ( )N R  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî âñåõ
óïîðÿäî÷åííûõ ïàð öåëûõ ÷èñåë ( );x y , äëÿ êîòîðûõ

2 2 2x y R+ £ . Äëÿ ëþáîãî óçëà ( ) 2;x y ŒZ  ÷èñëî
2 2x y+  ÿâëÿåòñÿ öåëûì. Ïîýòîìó åñëè ( )r k  îáîç-

íà÷àåò  ÷èñëî  âñåõ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëå-

íèÿ íàòóðàëüíîãî k â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ

öåëûõ ÷èñåë  (ïðåäñòàâëåíèÿ ( )
22 2 2k a b a b= + = - + =

= ( ) ( ) ( )
2 2 22a b a b+ - = - + -  ñ÷èòàþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷-

íûìè), òî

( ) ( ) ( ) ( )0 1N R r r r n= + + +… ,

ãäå 2n R= .
Òåîðåìà 2 (Ê.Ãàóññ). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( )
lim
n

r 0 r 1 r n

n
π

…

Æ•

+ + +
= .

Îòìåòèì, ÷òî ñàìà ôóíêöèÿ ( )r n  âåäåò ñåáÿ íå ðåãó-

ëÿðíî. Íàïðèìåð, ( )0 1r = , ( )1 4r = , ( )2 4r = , ( )3 0r = ,

( )4 4r = , ( )5 8r = , ( )6 0r = , ( )7 0r = , ( )8 4r = , ...

..., ( )21 0r = , ( )22 0r = , ( )23 0r = , ( )24 0r = ,

( )25 12r = .

Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë ñóììîé äâóõ êâàäðàòîâ

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âåëè÷èíà ( )r k  –
ýòî êîëè÷åñòâî öåëûõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà
k ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íèæå íàì ïîíàäî-
áÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè

( )r k .
Äëÿ íàòóðàëüíîãî m çàïèñü ( )moda b m∫  îçíà÷àåò,

÷òî ÷èñëà à è b äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè
íà m; äðóãèìè ñëîâàìè, a = mt + b ( t ŒZ ).

Èíñòðóìåíòîì äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3 (î ïðåäñòàâëåíèè öåëûõ ÷èñåë ñóììîé
äâóõ êâàäðàòîâ). Ïóñòü n > 1 – íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

à) Òîãäà

( ) ( ) ( )( )1 3r n 4 d n d n= - ,

ãäå ( )1d n  – êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà n âèäà 4k +

+ 1 è ( )3d n  – êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé n âèäà 4k + 3.

á) Åñëè 1 10
1 1

k l
k l

n 2 p p q qαα β βα
… …=  – êàíîíè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå ï íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, â êîòîðîì
( )modjp 1 4∫ , ( )modjq 3 4∫ , òî

( )
( ) ( )1 1, , ,  ;

                    

k l4 1 1 *%ãä= ÷�2…/�
r n

0 " C!%2,"…%ì “ë3÷=�

α α β β… …Ï + +Ô= Ì
ÔÓ

Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, èñïîëüçóþùåå
ñâîéñòâà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ìîæíî íàéòè â ñòàòüå
À.Ãîí÷àðîâà «Àðèôìåòèêà ãàóññîâûõ ÷èñåë» («Êâàíò»
¹12 çà 1985 ã.).

Îòìåòèì îäèí ïîëåçíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû 3:
óðàâíåíèå

2 2 5kx y+ =  ( 0k ≥ )

èìååò ( )4 1k +  öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé; äðóãèìè ñëî-

âàìè, îêðóæíîñòü ðàäèóñà 25k  ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò ïðîõîäèò â òî÷íîñòè ÷åðåç ( )4 1k +  óçëîâ
ðåøåòêè 2

Z .
Òåîðåìà 3 èìååò ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Â

êà÷åñòâå ïåðâîãî èç íèõ ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ôîð-
ìóëû Ëåéáíèöà, êîòîðàÿ íà ïåðâûé âçãëÿä íå ñâÿçàíà

Ðèñ. 2
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íè ñ ðåøåòêàìè, íè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ÷èñåë â âèäå
ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Òåîðåìà 4 (Ã.Ëåéáíèö). Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

1 1 1
1

3 5 7 4

π
…- + - + = ,

ãäå ïîä âûðàæåíèåì ñëåâà ïîíèìàåòñÿ

lim n
n

S
Æ•

, 
( )
2

n

n

11 1 1
S 1

3 5 7 n 1
…

-
= - + - + +

+
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ à) òåîðå-
ìû 3,

( ) ( ) ( )( )
2

1 3

1

1 4
R

n

N R d n d n
=

= + -Â .

Â òî æå âðåìÿ,

( )

2 2 2 2

1

1

,
1 5 9

R

n

R R R
d n

=

È ˘ È ˘ È ˘
= + + +Í ˙ Í ˙ Í ˙
Î ˚ Î ˚ Î ˚

Â …

ãäå ñïðàâà ñòîèò êîíå÷íàÿ ñóììà, à ðàâåíñòâî ñïðàâåä-

ëèâî, ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå âèäà 
2R

k

È ˘
Í ˙
Î ˚

 (k =

= 1,5,9,13,...) ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë, êðàòíûõ k, â
ìíîæåñòâå {1, 2, 3, ..., 2R }. Àíàëîãè÷íî,

( )

2 2 2 2

3

1 3 7 11

R

n

R R R
d n

=

È ˘ È ˘ È ˘
= + + +Í ˙ Í ˙ Í ˙
Î ˚ Î ˚ Î ˚

Â …

Ñëåäîâàòåëüíî,

( )( )
2 2 21

1
4 1 3 5

R R R
N R

È ˘ È ˘ È ˘
- = - + -Í ˙ Í ˙ Í ˙

Î ˚ Î ˚ Î ˚

– 
2 2 2

7 9 11

R R RÈ ˘ È ˘ È ˘
+ - +Í ˙ Í ˙ Í ˙

Î ˚ Î ˚ Î ˚
…

Îïðåäåëèì ( )n Rσ  ðàâåíñòâîì

( )( )
2 21

1
4 1 3

R R
N R

È ˘ È ˘
- = - +Í ˙ Í ˙

Î ˚ Î ˚
…

2

4 1

R

n

È ˘
+ -Í ˙

+Î ˚
… ( )

2

4 3
n

R
R

n
σ

È ˘
+Í ˙

+Î ˚
. (2)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, îñòàòîê ( )n Rσ  íåîòðèöàòåëåí, òàê
êàê

( )
2 2

4 5 4 7
n

R R
R

n n
σ

Ê ˆÈ ˘ È ˘
= - +Í ˙ Í ˙Á ˜+ +Ë ¯Î ˚ Î ˚

+ 
2 2

0
4 9 4 11

R R

n n

Ê ˆÈ ˘ È ˘
- + ≥Í ˙ Í ˙Á ˜+ +Ë ¯Î ˚ Î ˚

…

(êàæäàÿ ñêîáêà íåîòðèöàòåëüíà). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

( )
2 2 2

4 5 4 7 4 9
n

R R R
R

n n n
σ

Ê ˆÈ ˘ È ˘ È ˘
= - - - £Í ˙ Í ˙ Í ˙Á ˜+ + +Ë ¯Î ˚ Î ˚ Î ˚

…

£
2

4 5

R

n

È ˘
Í ˙

+Î ˚
.

Ïóñòü R = 4n + 3. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ( )0 n R Rσ£ £ .

Åñëè â ôîðìóëå (2) îòáðîñèòü âñå öåëûå ÷àñòè, òî åå
ïðàâàÿ ÷àñòü (ïî ìîäóëþ) èçìåíèòñÿ íå áîëåå ÷åì íà R.
Òàêèì îáðàçîì,

( )( )
1

1
4

N R - = 2 1 1 1
1 2

3 4 1 4 3
R R

n n
θÊ ˆ- + + - +Á ˜Ë ¯+ +

… ,

èëè

( )
2

1 1 1 1 2
1

3 24

N R

R R RR

θ-
= - + + - +

-
… ,

ãäå 1θ £ . Óñòðåìëÿÿ òåïåðü R ê áåñêîíå÷íîñòè, ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâà (1) ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ëåéáíèöà.

Îêðóæíîñòè Øèíöåëÿ

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-

ëà n ñóùåñòâóåò êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå ( )2;1 3 ,
êîòîðûé ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ n òî÷åê öåëî÷èñëåííîé
ðåøåòêè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî åñëè
( )1 1;x y  è ( )2 2;x y  – äâà ðàçëè÷íûõ óçëà öåëî÷èñëåííîé
ðåøåòêè, òî îíè íàõîäÿòñÿ íà ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèÿõ

îò òî÷êè ( )2; 1 3 . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

( ) ( )
2 2

2 2

1 1 2 2

1 1
2 2

3 3
x y x y

Ê ˆ Ê ˆ- + - = - + -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
,

òî

( )2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 0

3 3
x x y y y y x x

Ê ˆ- + - - + - - =Á ˜Ë ¯ .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1 2x x=  è 2 2
1 2 1 2

2 2
0

3 3
y y y y- - + = .

Âòîðîå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî
2 2

1 2

1 1

3 3
y y

Ê ˆ Ê ˆ- = -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
, èëè ( )1 23 1 3 1y y- = ± - ,

ò.å. ëèáî 1 2y y= , ëèáî ( )1 23 2y y+ = , ÷òî íåâîçìîæíî.
Òàêèì îáðàçîì, 1 2x x=  è 1 2y y= . Èòàê, ìîæíî âûá-
ðàòü òàêóþ ðàñòóùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàäèóñîâ

nR , ÷òî â êðóãå ( ) ( )
2 2 22 1 3 nx y R- + - =  áóäåò ñîäåð-

æàòüñÿ â òî÷íîñòè n òî÷åê.
Áîëåå èíòåðåñíûì è òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé

âîïðîñ: ñêîëüêî òî÷åê ðåøåòêè 2
Z  ìîæåò ïîïàñòü íà

îêðóæíîñòü?
Ëåãêî îòûñêàòü îêðóæíîñòè, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷å-

ðåç 1, 2, 3 èëè 4 òî÷êè (íàéäèòå èõ ñàìîñòîÿòåëüíî).
Íåòðóäíî ïðèäóìàòü ïðèìåðû äëÿ n = 8 è n = 12
(ðèñ. 3, 4).

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4
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Ìåíåå òðèâèàëåí ñëó-
÷àé, êîãäà n = 6 (ðèñ.5).
Âíèìàòåëüíî ñðàâíèâ îê-
ðóæíîñòè íà ðèñóíêàõ 4
è 5, ìîæíî äîãàäàòüñÿ,
êàê áûë ïîñòðîåí ýòîò
ïðèìåð. Îêðóæíîñòü
ðàäèóñà 5 áûëà íàðèñî-
âàíà ñ öåíòðîì â òî÷êå
(1; 0) (ðèñ.6). Èç 12 òî-
÷åê íà íåé 6 èìåþò ÷åò-
íûå êîîðäèíàòû, ò.å. ÿâ-
ëÿþòñÿ óçëàìè ðåøåòêè
( ) ( )2 2¥Z Z , êîòîðàÿ ñî-
ñòîèò èç òî÷åê ñ ÷åòíûìè
êîîðäèíàòàìè. Ðàññìàò-
ðèâàÿ ýòó áîëåå êðóï-
íóþ ðåøåòêó, ìû è ïî-
ëó÷àåì ðèñóíîê 5.

Îäíàêî, èìåÿ òîëüêî
ýòè ïðèìåðû, íå âïîëíå
ÿñíî, ñóùåñòâóþò ëè îê-
ðóæíîñòè, íà êîòîðûõ
ëåæàò 5, 7 èëè 17 òî÷åê.

Òåîðåìà 5 (À.Øèí-
öåëü). Äëÿ ëþáîãî íà-

òóðàëüíîãî ï ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, êîòîðàÿ ïðî-
õîäèò ðîâíî ÷åðåç n òî÷åê ðåøåòêè 2

Z .
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå á) òåîðåìû 3, êîíå÷-

íî, ïîçâîëÿåò äëÿ ëþáîãî n ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü, íà
êîòîðîé ëåæàò â òî÷íîñòè 4n òî÷åê. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî ïîìåñòèòü öåíòð îêðóæíîñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò, à

â êà÷åñòâå ðàäèóñà âûáðàòü ÷èñëî ( )1 2
5

kR -=  (ñì.
çàìå÷àíèå ïîñëå òåîðåìû 3).

Ðèñóíîê 5 ñ øåñòüþ òî÷êàìè íà îêðóæíîñòè íàòàë-
êèâàåò íà ìûñëü, ÷òî ïîëåçíî ðàññìîòðåòü îêðóæíîñòè
ñ öåíòðîì â òî÷êå ( )1 2;0 . Åñëè â êà÷åñòâå ðàäèóñà

âçÿòü ÷èñëî ( )1 2
5 2

kR -= , òî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè
çàïèøåòñÿ â âèäå

2 1
21 5

2 4

k

x y
-Ê ˆ- + =Á ˜Ë ¯ ,                 (3)

èëè

( ) ( )
2 2 12 1 2 5kx y -- + = .                (4)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíüøå, óðàâíåíèå

2 2 15ka b -+ =                        (5)

èìååò 4k ðåøåíèé. ßñíî, ÷òî â ðàâåíñòâå (5) îäíî èç
÷èñåë a, b äîëæíî áûòü ÷åòíûì, à âòîðîå – íå÷åòíûì.
Â óðàâíåíèè (4) ÷åòíîñòü êàæäîãî èç ñëàãàåìûõ ôèê-
ñèðîâàíà, è ïîýòîìó èç êàæäûõ äâóõ ðåøåíèé ( ),a b ,
( ),b a  óðàâíåíèÿ (5) ïîëó÷àåòñÿ ðîâíî îäíî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (4) (÷åðíûå è áåëûå òî÷êè íà ðèñóíêå 6
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ó = õ – 1). Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèå (4) èìååò 2k ðåøåíèé (â 2 ðàçà
ìåíüøå, ÷åì óðàâíåíèå (5)).

Èòàê, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ ëþáûì
÷åòíûì êîëè÷åñòâîì òî÷åê íà íåé. Íàïðèìåð, ÷òîáû

ïîëó÷èòü îêðóæíîñòü
ñ 10 òî÷êàìè ðåøåòêè

2
Z , äîñòàòî÷íî â
óðàâíåíèè (4) âçÿòü
k = 5 (ðèñ.7).

Ïîíÿòíî, ÷òî òî÷êó
( )1 2;0  íåëüçÿ áðàòü
â êà÷åñòâå öåíòðà,
åñëè ìû õîòèì íàéòè
îêðóæíîñòü ñ íå÷åò-
íûì ÷èñëîì öåëûõ òî-
÷åê íà íåé (ðèñóíîê
âñåãäà ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé

1 2x = ). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñäâè-
íóòü öåíòð êðóãà â òî÷êó ( )1 3;0 . Äåéñòâèòåëüíî,
çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì ( )1 3;0  è

ðàäèóñîì 5 3k :

2 2
21 5

3 9

k

x y
Ê ˆ- + =Á ˜Ë ¯ ,                  (6)

èëè

( ) ( )
2 2 23 1 3 5 kx y- + = .                 (7)

Ïî óòâåðæäåíèþ á) òåîðåìû 3, óðàâíåíèå
2 2 25 ka b+ =                        (8)

èìååò ( )4 2 1k +  ðåøåíèé. Ðàññìàòðèâàÿ îñòàòêè îò
äåëåíèÿ íà 3, ïîëó÷àåì (êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë ïðè
äåëåíèè íà 3 ìîãóò äàâàòü òîëüêî îñòàòêè 0 è 1), ÷òî
îäíî èç ÷èñåë à, b äåëèòñÿ íà 3, à äðóãîå – íåò.
Äîïóñòèì, ÷òî ( )0 mod3a ∫ , ( )1 mod 3b ∫ ± . Òîãäà èç
÷åòûðåõ ïàð ( ),a b , ( ),a b- , ( ),b a , ( ),b a-  ðîâíî îäíà
ïàðà ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (7). Ñëåäîâàòåëü-
íî, óðàâíåíèå (7)
èìååò â 4 ðàçà ìåíü-
øå ðåøåíèé, ÷åì
óðàâíåíèå (8), ò.å.
2k + 1. Íàïðèìåð,
ïðè k = 2 ïîëó÷àåòñÿ
îêðóæíîñòü (ðèñ.8;
ñðàâíèòå åãî ñ ðèñ.7)

2 4
21 5

3 9
x y

Ê ˆ- + =Á ˜Ë ¯
,

èëè

( ) ( )
2 2 43 1 3 5x y- + = .

Òåîðåìà 5 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Îêðóæíîñòè, êîòîðûå çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (3) è

(6), íàçûâàþòñÿ îêðóæíîñòÿìè Øèíöåëÿ. Îòìåòèì,
÷òî äëÿ äàííîãî ÷èñëà n ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò çàäàâàòü,
âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñàìóþ ìàëåíüêóþ îêðóæíîñòü ñ n
òî÷êàìè ðåøåòêè íà íåé. Òàê ïðîèñõîäèò, íàïðèìåð,
ïðè n = 4 (î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî ïðåäúÿâèòü îêðóæíîñòü

ðàäèóñà 1 2 ) è ïðè n = 9 (îêðóæíîñòü Øèíöåëÿ èìååò
ðàäèóñ 625/3, íî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì ( )1 3;0  è
ðàäèóñîì 65/3 òàêæå ïðîõîäèò ÷åðåç 9 öåëûõ òî÷åê).

Ðèñ. 5
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Âîçìîæíû áîëåå íå-
òðèâèàëüíûå êîíôèãó-
ðàöèè òî÷åê. Òàê, íà
ðèñóíêå  9  èçîáðàæå-
íà îêðóæíîñòü ñ öåíò-
ðîì â òî÷êå (1/5; 2/5)

è ðàäèóñîì 13 17 5◊ .

Îíà ïðîõîäèò ÷åðåç ÷å-
òûðå öåëûå òî÷êè
(–6; –2), (1; 7),
(2;  –6), (5; 5). Íà ðè-
ñóíêå 10 ìîæíî âèäåòü
îêðóæíîñòü, ïðîõî-
äÿùóþ ÷åðåç ïÿòü öå-
ëûõ òî÷åê (–12; –4),
(–7; 11), (4; –12),
(10; –8), (13; 1). Åå
öåíòð íàõîäèòñÿ â òî÷-
êå (1/7; 2/7), à ðàäè-

óñ ðàâåí 25 13 7 .
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîç-

íèêàåò ñëåäóþùàÿ èñ-
ñëåäîâàòåëüñêàÿ çàäà-
÷à: îïèñàòü ìíîæå-
ñòâî îêðóæíîñòåé, êî-
òîðûå ïðîõîäÿò â
òî÷íîñòè ÷åðåç n òî-
÷åê.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
÷åòûðå òî÷êè, – äîñòàòî÷íî ðåäêîå ÿâëåíèå, ò.å. åñëè
ïðîâåñòè îêðóæíîñòü ÷åðåç òðè ñëó÷àéíî âûáðàííûå
òî÷êè ðåøåòêè 2

Z , òî ÷åðåç ÷åòâåðòóþ öåëóþ òî÷êó îíà
ïðîéäåò ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ.

Ñ ýòîé çàäà÷åé òåñíî ñâÿçàí è âîïðîñ îá èçîáðàæåíèè
êðóãà íà ýêðàíå êîìïüþòåðà. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìîíèòîð – ýòî ïðÿìîóãîëüíûé ëèñò êëåò÷àòîé áóìàãè,
à êðóã íà ýêðàíå – îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ êëåòî÷åê

(ïèêñåëåé), êîòîðûå ïåðåñå-
êàþòñÿ ñ âíóòðåííîñòüþ êðó-
ãà. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òî-
áû âûÿñíèòü, ñêîëüêî ðàç-
ëè÷íûõ èçîáðàæåíèé íà ýê-
ðàíå èìååò êðóã äàííîãî ðà-
äèóñà. Íà ðèñóíêå 11 ïðåä-
ñòàâëåíû íåêîòîðûå âîçìîæ-
íûå èçîáðàæåíèÿ êðóãà ðà-
äèóñà 1,05; îñòàëüíûå íàéäè-
òå  ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ýòîé òåìàòèêå áûëî ïîñâÿùåíî âûñòóïëåíèå áðèòàí-
ñêîãî ìàòåìàòèêà Ì. Õàêñëè íà êîíôåðåíöèè ïî òåî-
ðèè ÷èñåë â Ìîñêâå â 2006 ãîäó. Ïîëíûõ îòâåòîâ íà
ñôîðìóëèðîâàííûå âîïðîñû ïîêà íåò.

Óïðàæíåíèÿ

1. Èìååòñÿ øàõìàòíàÿ äîñêà (ãðàíèöû êâàäðàòîâ ñ÷èòàþò-
ñÿ îêðàøåííûìè â ÷åðíûé öâåò). Íà÷åðòèòå íà íåé îêðóæ-
íîñòü íàèáîëüøåãî ðàäèóñà, öåëèêîì ëåæàùóþ íà ÷åðíûõ
ïîëÿõ.

2 (Ã.Øòåéíãàóç; ñì. [2]). à) Èìåþòñÿ 64 êâàäðàòíûå

ïëèòêè ñî ñòîðîíîé 10. Êàê èõ ñëåäóåò óëîæèòü íà ïëîñêî-
ñòè, ÷òîáû âñå 64 ïëèòêè ìîæíî áûëî îïèñàòü îêðóæíîñòüþ
ðàäèóñîì 50? Ñóùåñòâóþò ëè îêðóæíîñòè ìåíüøåãî ðàäèó-
ñà, ñïîñîáíûå âìåñòèòü âñå 64 ïëèòêè? Ìîæíî ëè ïîìåñòèòü
67 ïëèòîê âíóòðè ýòîãî æå êðóãà?

á) ×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êâàäðàòíûõ ïëèòîê ñî
ñòîðîíîé 1, êîòîðûå ìîæíî ðàñïîëîæèòü âíóòðè êðóãà
ðàäèóñà 2?

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì (0; 0)
ëåæàò òîëüêî âèäèìûå èç íà÷àëà êîîðäèíàò óçëû ðåøåòêè

2
Z , òî êâàäðàò åå ðàäèóñà íå äåëèòñÿ íè íà îäèí êâàäðàò
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, è îáðàòíî.

4. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò

øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ( )2; 3; 1 3 , êîòîðûé

ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ ðîâíî n óçëîâ ðåøåòêè 3
Z .

5 (Ò.Êóëèêîâñêèé; ñì. [2]). Ïóñòü ( )
2 2 2

0
x x y R- + =  –

îêðóæíîñòü Øèíöåëÿ, íà êîòîðîé ëåæàò n òî÷åê ðåøåòêè
2

Z . Äîêàæèòå, ÷òî íà ñôåðå ( ) ( )
22 2

0
2x x y z- + + - =

2
2R= +  ëåæàò ðîâíî n òî÷åê ðåøåòêè 3

Z .
6. à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n

ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ðîâíî ÷åðåç n óçëîâ
ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà ïðàâèëüíûå: à) òðåóãîëüíèêè;
á) øåñòèóãîëüíèêè.

7 (ñì. [2]). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
êîîðäèíàòà öåíòðà îêðóæíîñòè èððàöèîíàëüíà, òî íà ñàìîé
îêðóæíîñòè íàéäåòñÿ íå áîëåå äâóõ òî÷åê ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè.

8 (ñì. [2]). Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
à) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â óçëå ðåøåòêè 2

Z ,
íà êîòîðûõ íåò íè îäíîé ðàöèîíàëüíîé òî÷êè.

á) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî îäíó
ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó.

â) Ñóùåñòâóþò îêðóæíîñòè, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî äâå
ðàöèîíàëüíûå òî÷êè.

ã) Åñëè îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò (0; 0)
ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó, òî íà
òàêîé îêðóæíîñòè ëåæàò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ
òî÷åê ïëîñêîñòè.

9. Íà ëèñòå êëåò÷àòîé áóìàãè ñ êëåòêàìè ðàçìåðîì 1 1¥

íàðèñîâàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â óçëå êëåòêè.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íà íåé ëåæàò ðîâíî 1988 óçëîâ ñåòêè, òî
ëèáî R, ëèáî 2R  – öåëîå ÷èñëî.

10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî n ñóùåñòâóåò
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (1/3; 0), êîòîðàÿ ïðîõîäèò

ðîâíî ÷åðåç n óçëîâ ðåøåòêè 2
Z .

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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[2] Ñåðïèíñêèé Â. Ñòî ïðîñòûõ, íî îäíîâðåìåííî è
òðóäíûõ âîïðîñîâ àðèôìåòèêè. – Ì.: Ïðîñâåùåíèå, 1961.

[3] Øòåéíãàóç Ã. Ñòî çàäà÷. – Ì.: Íàóêà, 1976.
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Ãåðàðä Ìåðêàòîð
À.ÂÀÑÈËÜÅÂ

È
ÇÂÅÑÒÍÛÉ ÔËÀÌÀÍÄÑÊÈÉ ÊÀÐÒÎÃÐÀÔ ÃÅ-
ðàðä  Êðåìåð  (1512–1594)  ðàíî îâëàäåë ëàòû-
íüþ è ñàì ñåáå îïðåäåëèë íîâîå èìÿ – Ãåðàðäóñ

Ìåðêàòîð. Ýòî èìÿ îçíà÷àåò «êóïåö», õîòÿ òîðãîâàë
Ìåðêàòîð ëèøü ãåîãðàôè÷åñêèìè êàðòàìè ñîáñòâåííî-
ãî èçãîòîâëåíèÿ.

Ðîëü Ìåðêàòîðà â ãåîãðàôèè íå óñòóïàåò ðîëè Êî-
ïåðíèêà â àñòðîíîìèè. È òîò è äðóãîé ïðîòèâîñòîÿëè
ñèñòåìå Ïòîëåìåÿ, õîòÿ îäèí áîëüøå èíòåðåñîâàëñÿ
äåëàìè çåìíûìè, à äðóãîé – äåëàìè íåáåñíûìè.

Ñ 1530 ãîäà Ìåðêàòîð îáó÷àëñÿ ôèëîñîôèè â Ë¸âåí-
ñêîì óíèâåðñèòåòå, ïîñëå îêîí÷àíèÿ êîòîðîãî ó íåãî
ðàçâèëàñü ñòîéêàÿ íåïðèÿçíü èìåííî ê ôèëîñîôèè.
Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî, êàê ñêàçàëè áû ñåé÷àñ, ýêçèñ-
òåíöèàëüíîãî êðèçèñà Ìåðêàòîð ïðåäïðèíÿë öåëûé
ðÿä ïóòåøåñòâèé ïî Ôëàíäðèè è âåðíóëñÿ â Ë¸âåí â
1534 ãîäó ñ òåì, ÷òîáû çàíÿòüñÿ ìàòåìàòèêîé.

Ìàòåìàòèêà èíòåðåñîâàëà Ìåðêàòîðà ïðåæäå âñåãî
êàê èíñòðóìåíò ãåîãðàôèè è àñòðîíîìèè. Ïîìèìî
ïðîâåäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ èçûñêàíèé, îí îâëàäåë òàê-
æå èñêóññòâîì ãðàâèðîâàíèÿ è èçãîòîâëåíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ èíñòðóìåíòîâ.

Â 1536 ãîäó Ìåðêàòîð èçãîòîâèë ãëîáóñ, êîòîðûé
áûë ïðèîáðåòåí èìïåðàòîðîì Êàðëîì V äëÿ ðàññìàò-
ðèâàíèÿ êîðîííûõ è èíûõ çåìåëü. Ïðè ñîçäàíèè ýòîãî
ãëîáóñà âïåðâûå áûëè èñïîëüçîâàíû ìåäíûå, à íå
äåðåâÿííûå ìàòðèöû, ÷òî ïîçâîëèëî âëîæèòü â íåãî
íåñðàâíåííî áîëüøèé îáúåì èíôîðìàöèè. ×åðåç ãîä
ïîñëå ýòîãî Ìåðêàòîð èçãîòîâèë òàêæå íåáåñíûé ãëî-
áóñ.

Ïåðâàÿ êàðòà ìèðà, ñîçäàííàÿ Ìåðêàòîðîì, ïîÿâè-
ëàñü â 1538 ãîäó. Îíà çíàìåíèòà òåì, ÷òî âïåðâûå
ïðåäñòàâèëà Àìåðèêó êàê êîíòèíåíò, ïðîñòèðàþùèéñÿ
ïðàêòè÷åñêè îò ïîëþñà äî ïîëþñà. Âñêîðå
ïîñëå ýòîãî Ìåðêàòîð âûðàáîòàë ñòðàòåãèþ
êàðòîãðàôèðîâàíèÿ ìèðà ïî åãî îòäåëüíûì
÷àñòÿì. Ïî ñóòè, ýòîé ñõåìû ïðèäåðæèâàåò-
ñÿ ëþáîé ñîâðåìåííûé àòëàñ, íî äàæå ýòî
íàçâàíèå – àòëàñ – áûëî âïåðâûå èñïîëüçî-
âàíî Ìåðêàòîðîì. Ïðîáëåìà êàðòîãðàôèðî-
âàíèÿ îñëîæíÿëàñü ïðèòîêîì íîâîé èíôîð-
ìàöèè, ÷òî ïðèâîäèëî ê áûñòðîìó óñòàðåâà-
íèþ êàðò. Äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè çäåñü
âîçíèêàëè åùå è ïîòîìó, ÷òî ìîðÿêè, äâèãà-
ÿñü ñòðîãî ïî êîìïàñó, ïîëàãàëè, ÷òî ïðîêëà-
äûâàþò ïî êàðòå ïðÿìîé ïóòü. Íà ñàìîì
äåëå, êàê ïîêàçàë Íóíüåñ, îíè äâèæóòñÿ ïî
ðóìáàì, èëè ëîêñîäðîìå. Îñîçíàíèå ýòîãî
ôàêòà è îçíàêîìëåíèå ñ òðóäàìè èçâåñòíîãî
ïîðòóãàëüöà ïîçâîëèëè Ìåðêàòîðó ñóùå-
ñòâåííî óëó÷øèòü òî÷íîñòü ïðîèçâîäèìûõ

èì êàðò. Íà íîâîì ãëîáóñå 1541 ãîäà âïåðâûå ïîÿâè-
ëèñü ðóìáû.

Â íà÷àëå 1544 ãîäà Ìåðêàòîð áûë àðåñòîâàí ïî
ïîäîçðåíèþ â åðåñè, ÷åìó íåìàëî ñïîñîáñòâîâàëè åãî
ìíîãî÷èñëåííûå ïóòåøåñòâèÿ. Â íåêîòîðûõ ñòðàíàõ
äàæå â íàøè äíè áåç ýíòóçèàçìà îòíîñÿòñÿ ê ïóòåøå-
ñòâåííèêàì, à óæ â Ãåðìàíèè XVI âåêà (ãäå æèë òîãäà
Ìåðêàòîð) ëó÷øåãî ïîâîäà äëÿ ïîäîçðåíèé áûëî íå
ñûñêàòü. Íèêàêîãî êîìïðîìàòà íà Ìåðêàòîðà íàéòè íå
óäàëîñü, òàê ÷òî â òîì æå ãîäó îí âíîâü îáðåë ñâîáîäó.

Íîâûé íåáåñíûé ãëîáóñ Ìåðêàòîðà, çàâåðøåííûé â
1551 ãîäó, ðàñïîëàãàë çâåçäû íà íåáå, îñíîâûâàÿñü óæå
íà êîïåðíèêîâîé ñèñòåìå ìèðîçäàíèÿ.

Â 1552 ãîäó Ìåðêàòîð ïåðååõàë â Äóéñáóðã, ãäå
ïëàíèðîâàëîñü îòêðûòèå íîâîãî óíèâåðñèòåòà è ãäå
Ìåðêàòîð ïðåäïîëàãàë çàíÿòüñÿ ìàòåìàòèêîé. Óíèâåð-
ñèòåò, îäíàêî, áûë îòêðûò íåñêîëüêî ïîçæå è â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ íîñèò èìÿ Ìåðêàòîðà. Â 1564 ãîäó Ìåðêà-
òîð áûë íàçíà÷åí ïðèäâîðíûì êîñìîãðàôîì ïðè äâîðå
ãåðöîãà Âèëüãåëüìà ôîí Êëåâå, è â ýòè æå ãîäû îí
çàíÿëñÿ ðàçðàáîòêîé ãåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè, êîòî-
ðàÿ çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî âñå äîëãîòû, øèðîòû è
ðóìáû ìîãëè áûòü ïðåäñòàâëåíû íà íåé â âèäå ïðÿìûõ
ëèíèé.

Èñïðàâëåííûå è äîïîëíåííûå êàðòû Ðèìñêîé èìïå-
ðèè Ïòîëåìåÿ Ìåðêàòîð íà÷àë èçäàâàòü ñ 1578 ãîäà.
Õîòÿ ýòîò ïðîåêò è îñòàëñÿ íåçàâåðøåííûì, Ìåðêàòî-
ðó óäàëîñü îïóáëèêîâàòü êàðòû Ôðàíöèè, Ãåðìàíèè,
Íèäåðëàíäîâ, Áàëêàí è Ãðåöèè. Íåêîòîðûå èç èçãîòîâ-
ëåííûõ èì êàðò èçäàâàëèñü óæå åãî íàñëåäíèêàìè.

Ìåðêàòîð ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç îñíîâîïîëîæ-
íèêîâ ãåîãðàôèè, ïðè÷åì åãî ïîäõîä ê ýòîé íàóêå
îòëè÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðîãîñòüþ.



Ýòîò ðàçäåë âåäåòñÿ ó íàñ èç íîìåðà â íîìåð ñ ìîìåíòà îñíîâàíèÿ æóðíàëà. Ïóáëèêóåìûå  â
íåì çàäà÷è  íåñòàíäàðòíû, íî  äëÿ  èõ ðåøåíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàíèé, âûõîäÿùèõ  çà ðàìêè  øêîëüíîé
ïðîãðàììû. Íàèáîëåå òðóäíûå çàäà÷è îòìå÷àþòñÿ çâåçäî÷êîé. Ïîñëå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ìû
îáû÷íî óêàçûâàåì, êòî íàì åå ïðåäëîæèë. Ðàçóìååòñÿ, íå âñå ýòè  çàäà÷è ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîãî íîìåðà ñëåäóåò îòïðàâëÿòü íå ïîçäíåå 1 ôåâðàëÿ 2007 ãîäà ïî àäðåñó:
119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò». Ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ðàçíûõ íîìåðîâ æóðíàëà èëè
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì (ìàòåìàòèêå è ôèçèêå) ïðèñûëàéòå â ðàçíûõ êîíâåðòàõ. Íà êîíâåðòå â ãðàôå
«Êîìó» íàïèøèòå: «Çàäà÷íèê «Êâàíòà» ¹6–2006» è íîìåðà çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ Âû ïîñûëàåòå,
íàïðèìåð «Ì2021» èëè «Ô2028». Â ãðàôå «Îò êîãî» ôàìèëèþ è èìÿ ïðîñèì ïèñàòü ðàçáîð÷èâî.
Â ïèñüìî âëîæèòå êîíâåðò ñ íàïèñàííûì íà íåì Âàøèì àäðåñîì è íåîáõîäèìûé íàáîð ìàðîê (â
ýòîì êîíâåðòå Âû ïîëó÷èòå ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ðåøåíèé).

Óñëîâèÿ êàæäîé îðèãèíàëüíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåìîé äëÿ ïóáëèêàöèè, ïðèñûëàéòå â îòäåëü-
íîì êîíâåðòå â äâóõ  ýêçåìïëÿðàõ âìåñòå ñ Âàøèì ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è (íà êîíâåðòå ïîìåòüòå:
«Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ôèçèêå» èëè «Çàäà÷íèê «Êâàíòà», íîâàÿ çàäà÷à ïî ìàòåìà-
òèêå»).

Â íà÷àëå êàæäîãî ïèñüìà ïðîñèì óêàçûâàòü íîìåð øêîëû è êëàññ, â êîòîðîì Âû ó÷èòåñü.
Çàäà÷à Ì2021 ïðåäëàãàëàñü íà XXVI Óðàëüñêîì òóðíèðå þíûõ ìàòåìàòèêîâ,  çàäà÷è Ì2022 è

Ì2024 ïðåäëàãàëèñü íà II Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäå ïî ãåîìåòðèè èìåíè È.Ô.Øàðûãèíà.

Çàäà÷è
ïî ìàòåìàòèêå è ôèçèêå

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À »

Çàäà÷è Ì2021–Ì2025, Ô2028–Ô2032

M2021. Â çàëå íàõîäèòñÿ êîìïàíèÿ èç n ÷åëîâåê, ñðåäè
êîòîðûõ åñòü ïàðû çíàêîìûõ. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè â çàëå
îñòàíåòñÿ 98 ÷åëîâåê, òî èõ âñåãäà ìîæíî áóäåò ðàçáèòü
íà 49 ïàð çíàêîìûõ. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ïàð
çíàêîìûõ ìîãëî áûòü â òàêîé êîìïàíèè, åñëè: à) n = 99;
á) n = 100?

Ñ.Áåðëîâ

M2022. Äàíû îêðóæíîñòü, òî÷êà A íà íåé è òî÷êà M
âíóòðè íåå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ õîðäû BC, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç M. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç ñåðåäèíû ñòîðîí âñåâîçìîæíûõ òðåóãîëüíèêîâ
ABC, êàñàþòñÿ ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè.

Â.Ïðîòàñîâ

M2023. Ïóñòü a, b, c – îòëè÷íûå îò íóëÿ öåëûå ÷èñëà,
ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî:

à) ( ) ( ) ( )
5 5 5

ab bc ca+ +  äåëèòñÿ íà ( ) ( ) ( )
2 2 2

ab bc ca+ + ;

á) n n na b c+ +  äåëèòñÿ íà 4 4 4a b c+ +  ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì n, äàþùåì ïðè äåëåíèè íà 3 îñòàòîê 1;

â) ( ) ( ) ( )
n n n

ab bc ca+ +  äåëèòñÿ íà ( ) ( ) ( )
2 2 2

ab bc ca+ +
ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n, äàþùåì ïðè äåëåíèè íà 3
îñòàòîê 2.

Â.Ïðîèçâîëîâ, Â.Ñåíäåðîâ

M2024. Ñóùåñòâóåò ëè âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, â
êîòîðîì êàæäàÿ ñòîðîíà ðàâíà êàêîé-òî äèàãîíàëè, à
êàæäàÿ äèàãîíàëü ðàâíà êàêîé-òî ñòîðîíå?

Á.Ôðåíêèí

M2025*. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c, d îáðàçóþò
âîçðàñòàþùóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n ïðîèçâåäå-
íèå abcd ìîæåò îêàçàòüñÿ n-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî
÷èñëà.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå abcd íå ìîæåò áûòü
êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Â.Ñåíäåðîâ

Ô2028. Ëåãêèé æåñòêèé ñòåðæåíü äëèíîé L ñ äâóìÿ
ìàëåíüêèìè ìàññèâíûìè øàðèêàìè íà êîíöàõ – ìàññà
íèæíåãî øàðèêà Ì, âåðõíåãî m – ïîñòàâèëè íà øåðî-
õîâàòóþ ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü ïîä óãëîì α  ê
âåðòèêàëè è îòïóñòèëè. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ êîýôôè-
öèåíòà òðåíèÿ μ  ìåæäó ñòåðæíåì è ñòîëîì ïðîñêàëü-
çûâàíèå íà÷íåòñÿ ñðàçó ïîñëå òîãî, êàê ìû îòïóñòèì
ñòåðæåíü? Íàéäèòå óñêîðåíèÿ øàðèêîâ ñðàçó ïîñëå
îòïóñêàíèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ: M = m, 30α = ∞ ,

0,2μ = .
À.Ñòåðæíåâ

Ô2029. Â ãëóáîêîì êîñìîñå ëåòàåò ñîñóä, ñîäåðæàùèé
êèñëîðîä ïðè òåìïåðàòóðå 300 Ê è äàâëåíèè 1 àòì.
Íåïîíÿòíî îòêóäà âçÿâøàÿñÿ ïóëÿ ïðîáèâàåò â ñòåíêå
ñîñóäà íåáîëüøîå îòâåðñòèå, è ãàç íà÷èíàåò âûòåêàòü
èç ñîñóäà. Ðàññìîòðèì ìîìåíò, êîãäà ìàññà ãàçà â
ñîñóäå óìåíüøèëàñü íà 1%. Îöåíèòå ñðåäíþþ êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ âûëåòåâøèõ íàðóæó ìîëåêóë.

Ð.Ñëîæíîâ

Ô2030. Öèêë òåïëîâîé ìàøèíû ñîñòîèò èç äâóõ èçî-
òåðìè÷åñêèõ ó÷àñòêîâ – ñæàòèÿ ïðè òåìïåðàòóðå Ò è
ðàñøèðåíèÿ ïðè òåìïåðàòóðå 3Ò, à òàêæå äâóõ èçîáà-
ðè÷åñêèõ ó÷àñòêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî íà ó÷àñòêå èçîòåðìè-
÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ ãàç, à èìåííî ãåëèé, ïîëó÷àåò
âäâîå áîëüøå òåïëà, ÷åì íà ó÷àñòêå èçîáàðè÷åñêîãî



ðàñøèðåíèÿ. Îïðåäåëèòå òåðìîäèíàìè÷åñêèé ÊÏÄ
ýòîãî öèêëà.

Ð.Ïðîñòîâ

Ô2031. Êîíäåíñàòîðû ñ åìêîñòÿìè 1 ìêÔ è 2 ìêÔ
ñîåäèíèëè ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷èëè ê èñòî÷íè-
êó íàïðÿæåíèÿ 300 Â. Ïîñëå ýòîãî èñòî÷íèê îòêëþ-
÷èëè, à âìåñòî íåãî âêëþ÷èëè ðåçèñòîð ñîïðîòèâëå-
íèåì 30 êÎì. Îäíîâðåìåííî ðåçèñòîð ñîïðîòèâëåíè-
åì 10 êÎì ïîäêëþ÷èëè ïàðàëëåëüíî âûâîäàì êîí-
äåíñàòîðà áîëüøåé åìêîñòè. Íàéäèòå çàðÿäû, ïðîòåê-
øèå ÷åðåç êàæäûé èç ðåçèñòîðîâ çà áîëüøîå âðåìÿ.
Êàêîå êîëè÷åñòâî òåïëîòû âûäåëèëîñü â ìåíüøåì èç
ðåçèñòîðîâ? Ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäîâ ìàëî.

À.Çèëüáåðìàí

Ô2032. Òðàíñôîðìàòîð (ñì. ðèñóíîê) èìååò äâå îäè-
íàêîâûå îáìîòêè, êàæäàÿ îáìîòêà ñîäåðæèò áîëüøîå
êîëè÷åñòâî âèòêîâ, òîðîèäàëüíûé ñåðäå÷íèê òðàíñ-

ôîðìàòîðà ñäåëàí èç ìàòåðèà-
ëà ñ áîëüøîé ìàãíèòíîé ïðî-
íèöàåìîñòüþ. Ñîïðîòèâëåíèÿ
ðåçèñòîðîâ 1 êÎì è 3 êÎì,
èíäóêòèâíîñòü îäíîé îáìîòêè
10 Ãí. Öåïü ïîäêëþ÷åíà ê èñ-
òî÷íèêó ïåðåìåííîãî íàïðÿæå-
íèÿ 220 Â, 50 Ãö. Íàéäèòå
òîêè ÷åðåç ðåçèñòîðû.

Ç.Ðàôàèëîâ

Ðåøåíèÿ çàäà÷ Ì1996 – Ì2005,
Ô2013 – Ô2017

M1996. Ïðè êàêèõ n íàéäóòñÿ òàêèå ðàçëè÷íûå
íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1 2, , , na a a… ,  ÷òî ñóììà

1 2 2 3 1na a a a a a+ + +…  – öåëîå ÷èñëî?

Îòâåò: ïðè n = 1 è ëþáîì 3n ≥ .

Ïðè 1n =  ÷èñëî 1

1

1
a

a
=  – öåëîå.

Ïðè 3n ≥  ïîëîæèì 1 1a = , 2 1a n= - , ( )
2

3 1a n= - ,...

…, ( )
1

1
n

na n
-= - . Òîãäà

 
1 2

2 3 1

naa a

a a a
+ + + =…

= 
( )

( )

( )

( )
2 1

2 1

1 11 1

1 11 1

n n

n

n nn

n n n

- -

-

- --
+ + + + =

- - -
…

= ( ) ( ) ( )
1 11

1 1 1 1
1

n n
n n n

n

- -- ◊ + - = + -
-

– öåëîå ÷èñëî.
Äîïóñòèì, n = 2, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ äâà
òàêèõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà 1a  è 2a , ÷òî

1 2

2 1

a a

a a
+  – öåëîå ÷èñëî. Ïóñòü ( )1 2mnd ,d a a= , òîãäà

1a kd= , 2a ld= , ãäå ( )mnd , 1k l = . Ïîëó÷àåì, ÷òî
2 2kd ld k l

ld kd kl

+
+ =  – öåëîå, ñëåäîâàòåëüíî 2 2k l+  äå-

ëèòñÿ íà k, à çíà÷èò, è 2l  äåëèòñÿ íà k. Íî òàê êàê

( )mnd , 1k l = , òî k = 1. Àíàëîãè÷íî, l = 1. Ïðîòèâîðå-
÷èå.

À.Øàïîâàëîâ

M1997. Íà ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ïëîùàäè 1 ïîñòðîåíû âî âíåøíþþ ñòîðîíó
êâàäðàòû ñ öåíòðàìè D, Å, F. Äîêàæèòå, ÷òî
ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà DEF íå ìåíüøå 2.

Ïóñòü 1 1 1, ,A B C  – ñåðåäèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC,
a = BC è b = AC – äëèíû êàòåòîâ (ñì. ðèñóíîê). Ïîñ-
êîëüêó óãîë ACB
ïðÿìîé, 1 1 1CAC B  –
ïðÿìîóãîëüíèê.
Öåíòð E êâàäðàòà,
ïîñòðîåííîãî íà
AC, ëåæèò íà ñåðå-
äèííîì ïåðïåíäè-
êóëÿðå ê AC, ò.å. íà
ïðÿìîé 1 1BC . Àíà-
ëîãè÷íî, D ëåæèò
íà 1 1AC . Òàê êàê

1 1DCA ECB– = – =
45= ∞ , òî D è E

ëåæàò íà âíåøíåé
áèññåêòðèñå óãëà
ACB. Çàìåòèì, ÷òî

1 1 1 1C D C A A D= + =

1 1
2 2

b a
BC CA= + = + , è òàê æå 1

2

a b
C E

+
= , ñëåäîâà-

òåëüíî, òðåóãîëüíèê 1DEC  – ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìî-

óãîëüíûé ñ êàòåòàìè äëèíû 
2

a b+
 è ãèïîòåíóçîé

2

a b
DE

+
= .

Äàëåå, 
1

2
AC AF

AE AC
= =  è 45CAF CAB– = – + ∞ =

1EAC= – , çíà÷èò, òðåóãîëüíèê CAF ïîäîáåí òðåóãîëü-

íèêó 1EAC  ñ êîýôôèöèåíòîì 2 , îòêóäà CF =

1 2
2

a b
C E

+
= = . Èç ïîäîáèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî óãîë

ìåæäó CF è 1EC  ðàâåí óãëó ìåæäó AC è AE, ò.å. ðàâåí

45°. À òàê êàê 1 45C ED– = ∞ , òî CF DE^ .
Èòàê, ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà DEF ðàâíà

1 1

2 2 2 2
DEF

a b a b
S DE CF

+ +
= ◊ = ◊ ◊ =

= 
( )

2

2
4

ABC

a b
ab S

+
≥ = .

Çàìå÷àíèå. Òðåóãîëüíèê 1DEC  (ñ âåðøèíàìè â öåíò-
ðàõ êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà AC è BC, è â ñåðåäèíå
AB) áóäåò ïðÿìîóãîëüíûì ðàâíîáåäðåííûì äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC.

Ï.Êîæåâíèêîâ

M1998. Â îäíîé êó÷êå ëåæàò n êàìíåé, à â äðóãîé –
k êàìíåé. Êàæäóþ ìèíóòó àâòîìàò âûáèðàåò êó÷êó,
â êîòîðîé ÷èñëî êàìíåé ÷åòíîå, è ïîëîâèíó èìåþùèõ-
ñÿ â íåé êàìíåé ïåðåêëàäûâàåò â äðóãóþ êó÷êó (åñëè
â îáåèõ êó÷êàõ ÷åòíîå ÷èñëî êàìíåé, òî àâòîìàò
âûáèðàåò êó÷êó ñëó÷àéíûì îáðàçîì). Åñëè â îáåèõ
êó÷êàõ ÷èñëî êàìíåé îêàçàëîñü íå÷åòíûì, àâòîìàò
ïðåêðàùàåò ðàáîòó. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò óïîðÿäî-
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÷åííûõ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n, k), íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ 1000, äëÿ êîòîðûõ àâòîìàò ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ
îáÿçàòåëüíî îñòàíîâèòñÿ?

Îòâåò: 333396.
Ïóñòü 2an u= , 2bk v= , ãäå u è v íå÷åòíû. Ïîêàæåì,
÷òî àâòîìàò îáÿçàòåëüíî îñòàíîâèòñÿ íà òåõ è òîëüêî
òåõ ïàðàõ (n,  k), äëÿ êîòîðûõ a = b.
Åñëè a = b, òî èç ïàðû (n,  k) àâòîìàò ìîæåò ïî-

ëó÷èòü ëèáî ïàðó ( )( )1 12 ,2 2a au v u- - + , ëèáî ïàðó

( )( )1 12 2 ,2a au v v- -+ . Ïîñêîëüêó ÷èñëà 2v + u è 2u + v

íå÷åòíû, àâòîìàò óìåíüøèë íà 1 ïîêàçàòåëü ó ñòåïå-
íè äâîéêè. ×åðåç a õîäîâ ýòîò ïîêàçàòåëü ñòàíåò
ðàâíûì íóëþ, è àâòîìàò îñòàíîâèòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü a < b (ñëó÷àé a > b ðàçáèðàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî). Åñëè 2a b£ - , òî èç ïàðû (n,  k) àâòîìàò

ìîæåò ïîëó÷èòü ïàðó ( )( )1 12 2 ,2a b a bu v v- - -+  ñ ðàçëè÷-

íûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíè äâîéêè. Åñëè æå a = b –
– 1, òî èç ïàðû (n,  k) àâòîìàò ìîæåò ïîëó÷èòü ïàðó

( )( ) 12 ,2 2 ,2
2

a a a au v
u v u u+

+Ê ˆ+ = Á ˜Ë ¯
, ïîêàçàòåëè ñòåïå-

íè äâîéêè â êîòîðîé ñíîâà ðàçëè÷íû. Ïîíÿòíî, ÷òî
òàê àâòîìàò ìîæåò ðàáîòàòü äî áåñêîíå÷íîñòè.
Îñòàåòñÿ ñäåëàòü ïîäñ÷åò. Èìååòñÿ 500 íå÷åòíûõ ÷è-
ñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ïàð

( ) ( ), 2 ,2a bn k u v=  ñ a = b = 0 ðàâíî 2500 ; èìååòñÿ 250

÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, äåëÿùèõñÿ íà 2 è íå
äåëÿùèõñÿ íà 4, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ïàð ñ a = b = 1
ðàâíî 2250 . Ïðîäîëæàÿ òàê äàëåå, ïîëó÷àåì îòâåò:

2 2 2 2 2 2500 250 125 63 31 16+ + + + + +

+ 2 2 2 28 4 2 1 333396+ + + = .

À.Ãåéí

M1999. Ìîæíî ëè ðàñïîëîæèòü íà áåñêîíå÷íîì êëåò-
÷àòîì ëèñòå 2005 ïðÿìîóãîëüíèêîâ èç òðåõ êëåòîê
òàê, ÷òîáû êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñ äâóìÿ äðóãèìè
ïðÿìîóãîëüíèêàìè èìåë ðîâíî ïî îäíîé îáùåé òî÷êå,
à ñ îñòàëüíûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè îáùèõ òî÷åê íå
èìåë?

Îòâåò: íåëüçÿ.
Ðàñêðàñèì êëåòêè â ÷åòûðå öâåòà òàê, ÷òîáû ðàñêðàñêà
ñàìîñîâìåùàëàñü ïðè ñäâèãå íà äâå êëåòêè ââåðõ èëè
âïðàâî (ñì. ðèñóíîê). Â ëþáîì ïðÿìîóãîëüíèêå äâå

êðàéíèå êëåòêè èìåþò
îäèí è òîò æå öâåò; ïðè-
ñâîèì ïðÿìîóãîëüíèêó
ýòîò öâåò. Äâà ïðÿìîó-
ãîëüíèêà íàçîâåì ñîñåä-
íåé ïàðîé, åñëè îíè èìå-
þò îáùóþ òî÷êó (âåð-
øèíó). Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ñîñåäíþþ ïàðó
ìîãóò îáðàçîâàòü òîëü-
êî êðàñíûé è ñèíèé
ïðÿìîóãîëüíèêè (êðàñ-
íî-ñèíÿÿ ïàðà) èëè
æåëòûé è áåëûé ïðÿìî-
óãîëüíèêè (æåëòî-áåëàÿ

ïàðà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ
è êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê âõîäèò â äâå ñîñåäíèå ïàðû.
Êàæäûé êðàñíûé ïðÿìîóãîëüíèê âõîäèò â äâå ñîñåä-
íèå êðàñíî-ñèíèå ïàðû, òîãäà îáùåå êîëè÷åñòâî êðàñ-
íî-ñèíèõ ñîñåäíèõ ïàð âäâîå áîëüøå êîëè÷åñòâà êðàñ-
íûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Àíàëîãè÷íî, ýòî êîëè÷åñòâî
âäâîå áîëüøå êîëè÷åñòâà ñèíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñëå-
äîâàòåëüíî, êðàñíûõ è ñèíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïîðîâ-
íó, è èõ ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ÷åòíî. Òàê æå, ñóììàð-
íîå êîëè÷åñòâî æåëòûõ è áåëûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
÷åòíî. Íî âñåãî èìååòñÿ 2005 ïðÿìîóãîëüíèêîâ –
íå÷åòíîå ÷èñëî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ê.Êíîï, Ñ.Áåðëîâ

M2000. Åñòü n ìóäðåöîâ è íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ
êîëïàêîâ êàæäîãî èç n ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Ìóäðåöû
îäíîâðåìåííî çàêðûâàþò ãëàçà, è êàæäîìó èç íèõ
íàäåâàþò íà ãîëîâó êàêîé-òî êîëïàê (íàïðèìåð, âñå
íàäåòûå êîëïàêè ìîãóò îêàçàòüñÿ îäíîãî öâåòà).
Ìóäðåöû îòêðûâàþò ãëàçà. Êàæäûé âèäèò, êàêèå
êîëïàêè íàäåòû íà îñòàëüíûõ, íî íå âèäèò ñâîåãî.
Ïîñëå ýòîãî êàæäûé ìóäðåö ïûòàåòñÿ óãàäàòü, êàêîãî
öâåòà åãî êîëïàê, çàïèñàâ ñâîþ ãèïîòåçó íà áóìàæêå
âòàéíå îò îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìóäðåöû ìîãóò
çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ î ñîâìåñòíûõ äåéñòâèÿõ òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû â ëþáîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäèí èç íèõ
óãàäàë öâåò ñâîåãî êîëïàêà.

Çàíóìåðóåì öâåòà è ìóäðåöîâ ÷èñëàìè 0, 1, …, n – 1.
Ïóñòü S – ñóììà íîìåðîâ öâåòîâ êîëïàêîâ íà ãîëîâàõ
ìóäðåöîâ. Åñëè çíàòü öâåòà âñåõ êîëïàêîâ, êðîìå
îäíîãî, è îñòàòîê îò äåëåíèÿ S íà n, ìîæíî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèòü öâåò íåèçâåñòíîãî êîëïàêà. Ïóñòü i-é ìóä-
ðåö íàçîâåò ïðåäïîëàãàåìûé öâåò ñâîåãî êîëïàêà  èñõî-
äÿ èç òîãî, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ S íà n ðàâåí i (i =
= 0, 1, …, n – 1). ßñíî, ÷òî â ëþáîì ñëó÷àå îäèí (è
òîëüêî îäèí) èç ìóäðåöîâ óãàäàåò.

Æþðè IX Êóáêà ïàìÿòè À.Í.Êîëìîãîðîâà

M2001. Äàí òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì ïðîâåäåíû
áèññåêòðèñû 1AA , 1BB  è 1CC . Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷è-
íû óãëîâ À, Â è Ñ îòíîñÿòñÿ êàê 4:2:1. Äîêàæèòå, ÷òî

1 1 1 1A B AC= .

Îïèøåì âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC îêðóæíîñòü ñ öåí-
òðîì O (ñì. ðèñóíîê). Ïî óñëîâèþ âåëè÷èíû äóã BC,
CA, AB îòíîñÿòñÿ êàê 4:2:1, ïîýòîìó, ðàçäåëèâ îê-
ðóæíîñòü íà 7 ðàâíûõ äóã, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè A, ìû
ïîëó÷èì âïèñàííûé
â îêðóæíîñòü ïðà-
âèëüíûé ñåìèóãîëü-
íèê ABXYZCT.
Òàê êàê 1AA  – áèñ-
ñåêòðèñà óãëà BAC,
òî îíà ïðîõîäèò ÷å-
ðåç òî÷êó Y – ñåðå-
äèíó äóãè BC. Àíà-
ëîãè÷íî, 1BB  ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êó T
– ñåðåäèíó äóãè AC.
Õîðäû AC è TB ïå-
ðåñåêàþòñÿ â 1B  è



ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî îñè OY, çíà÷èò, 1B  ëåæèò
íà OY, ñëåäîâàòåëüíî,

 1
2 4

AYT AT
AYB

– »
– = = = 1

4 2

AB ACB
BCC

» –
= = – .

Õîðäû BC è AY ïåðåñåêàþòñÿ â 1A  è ñèììåòðè÷íû
îòíîñèòåëüíî îñè OZ, ïîýòîìó 1 1AA A B= , 1 1AC AY= .

Äàëåå, 
2 2

AC CY
ABC YAC

» »
– = = = – . Èç äîêàçàí-

íîãî ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîâîðîò âîêðóã òî÷êè 1A ,
ïðè êîòîðîì òî÷êà B ïåðåéäåò â òî÷êó A. Ïðè âûïîë-
íåíèè ýòîãî ïîâîðîòà òî÷êà C ïåðåõîäèò â òî÷êó Y, óãîë

1BCC  – â óãîë 1AYB , à óãîë CBA – â óãîë YAC.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BA è 1CC
(òî÷êà 1C ) ïåðåéäåò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC è

1YB  (òî÷êó 1B ). Íî òîãäà îòðåçîê 1 1AC  ïåðåéäåò â
îòðåçîê 1 1A B , è ýòè îòðåçêè ðàâíû.

Ñ.Òîêàðåâ

Çàìå÷àíèå. Ýòà çàäà÷à ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì âîïðî-
ñîì: âåðíî ëè, ÷òî òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé, åñëè
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ åãî áèññåêòðèñ
ðàâíîáåäðåííûé? Òî, ÷òî îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåîæè-
äàííî îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì, èçâåñòíî äîñòàòî÷-
íî äàâíî, îäíàêî âûçûâàëà èíòåðåñ âîçìîæíîñòü ïîñò-
ðîèòü ïðèìåð òðåóãîëüíèêà ñ ÿâíûìè âåëè÷èíàìè
óãëîâ (ñì. ñòàòüþ È.Øàðûãèíà «Âîêðóã áèññåêòðèñû»
â Ïðèëîæåíèè ê æóðíàëó «Êâàíò» ¹1 çà 1998 ã.).
Òðåóãîëüíèê ABC èç äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ, âåðîÿò-
íî, ïåðâûì òàêèì ïðèìåðîì.

M2002*. Ïóñòü a, b, ñ – ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà 1. Äîêàæèòå, ÷òî

1 1 1 25

a b c 1 48abc
+ + ≥ + .

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a b c£ £ .

Ïóñòü a < b. Ïîëîæèì ( ) ( ) ( ) ( )P x x a x b x c= - - - .

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî a + b + c = 1,

ïîëó÷àåì ( ) 3 2P x x x px q= - + - , ãäå p = ab + bc + ca,

q = abc. Äàííîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå
25

1 48

q
p

q
≥

+
.

Çàôèêñèðóåì p. Ïîñêîëüêó 
25 25

11 48
48

q

q
q

=
+ +

,  ïðàâàÿ

÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàñ-
òåò ñ ðîñòîì q.

Ãðàôèê ( )y P x=  (ñì.
ðèñóíîê) èìååò äâà ëî-
êàëüíûõ ýêñòðåìóìà
(ýòî êîðíè ïðîèçâîä-
íîé ( )P x¢ ): ëîêàëü-
íûé ìàêñèìóì â òî÷êå
t, a < t < b, è ëîêàëü-
íûé ìèíèìóì â òî÷êå
s, b s c£ £ . Ðàññìîò-
ðèì ìíîãî÷ëåí ( )Q x =

( ) ( )P x P t= - = 3x -
( )( )2x px q P t- + - + .

Ãðàôèê ( )Q x  ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôèêà ( )P x  ñäâèãîì

âíèç íà ( )P t , ïîýòîìó ( )Q x  èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü
â òî÷êå t è òðåòèé êîðåíü â íåêîòîðîé òî÷êå r > c:

( ) ( ) ( ) ( )Q x x t x t x r= - - - . Òðîéêà ÷èñåë t, t, r èìååò
ñóììó 1 è ñóììó ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé p, êàê è

òðîéêà a, b, c, à ïðîèçâåäåíèå ( )ttr q P t= +  áîëüøå,
÷åì q = abc. Çíà÷èò, åñëè íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ òðîéêè
t, t, r, òî îíî âåðíî è äëÿ òðîéêè a, b, c.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äîñòàòî÷íî ñ÷è-
òàòü, ÷òî a b c= £ . Ïîñêîëüêó c = 1 – 2a, íåðàâåíñòâî
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

 ( )( ) ( )( ) ( )21 48 1 2 2 1 2 25 1 2 0a a a a a a+ - + - - - ≥ .

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè 
1

3
a = ,

ïðè÷åì 
1

3
 – äâóêðàòíûé êîðåíü. Âûíåñÿ çà ñêîáêè

( )
2

3 1a - , ìû ïðèõîäèì ê âåðíîìó íåðàâåíñòâó

( ) ( )
2 2

3 1 4 1 0a a- - ≥ .
Èç ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íå òîëüêî

â ñëó÷àå, êîãäà âñå ïåðåìåííûå ðàâíû 
1

3
, íî è êîãäà äâå

ïåðåìåííûå ðàâíû 
1

4
, à òðåòüÿ ðàâíà 

1

2
.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëó÷àþ a b c= £  è ïî-äðóãîìó.
Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

( )
1 1 1

48 25ab bc ca
a b c
+ + + + + ≥  è äîêàçàòü, ÷òî ïðè

0 a b c< £ £  âûïîëíåíî ( ), , , ,
2 2

a b a b
f a b c f c

+ +Ê ˆ≥ Á ˜Ë ¯
,

ãäå ( ) ( )
1 1 1

, , 48f x y z xy yz zx
x y z

= + + + + + .

ß.Àëèåâ, Â.Ñåíäåðîâ

Ì2003*. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ
à, b, ñ, n óðàâíåíèå

( )2 2 2 2 2 2
n

x y z a b c+ + = + +

ðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, ó, z.
á) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n ≥ 3 è ëþáûõ
íàòóðàëüíûõ à, b, ñ óðàâíåíèå

2 2 2 nax by cz t+ + =

ðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, ó, z, t.
â) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå a, b,
ñ, ÷òî óðàâíåíèå

2 2 2 2ax by cz t+ + =

íåðàçðåøèìî â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, ó, z, t.

à) Ïðè n = 1 èìååòñÿ ðåøåíèå x = a, y = b, z = c.

Ïóñòü n = 2. Â î÷åâèäíîì òîæäåñòâå ( )
2

d e+ =

( )
2

4d e de= - +  ïîëîæèì 2 2d a b= + , 2e c= ; ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2a b c a b c ac bc+ + = + - + + . Áåç îã-

ðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàÿ a b c≥ ≥ , ïîëó÷àåì â
ïðàâîé ÷àñòè ñóììó òðåõ íàòóðàëüíûõ êâàäðàòîâ.
Òåïåðü äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü ïåðåõîä îò n ê n + 2.

Ïîëîæèì 2 2 2m a b c= + + . Åñëè òðîéêà ( ), ,x y z  –
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ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2 2 2 nx y z m+ + = , òî ( ), ,mx my mz

– ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 2 2 2 2nx y z m ++ + = .
á) Ïðè n = 2k + 1 äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü x y z= = =

( )
k

a b c= + + , t = a + b + c.
â) Äîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå

2 2 2 23 3 2x y z t+ + =                   (1)

íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå, è ïóñòü t – íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå (1) äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëü-
íûõ x, y, z. Åñëè z íå äåëèòñÿ íà 3, òî 2z  äàåò îñòàòîê
1 ïðè äåëåíèè íà 3, ñëåäîâàòåëüíî, 2t  äàåò îñòàòîê 2
ïðè äåëåíèè íà 3, ÷òî íåâîçìîæíî. Åñëè z äåëèòñÿ íà
3, òî t äåëèòñÿ íà 3, è 2 2x y+  äåëèòñÿ íà 3. Îòñþäà

3x� , 3y� , è ÷åòâåðêà , , ,
3 3 3 3

x y z tÊ ˆ
Á ˜Ë ¯

 – ðåøåíèå (1) â

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ïðîòèâîðå÷èå âûáîðó t.
Çàìå÷àíèÿ
Ðàññóæäåíèÿ ïóíêòà à) ïðîõîäÿò òàêæå äëÿ ñóììû
÷åòûðåõ è áîëåå êâàäðàòîâ. Äëÿ ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ
óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå à), íåâåðíî:

( )
2

2 2 2 21 1 x y+ π +  äëÿ íàòóðàëüíûõ x, y. Çàìåòèì, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû
òðåõ íàòóðàëüíûõ êâàäðàòîâ, íå âñåãäà ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â òîì æå âèäå: ( ) ( )2 2 2 2 2 21 1 1 1 2 4 63+ + + + = =
= 2 2 28 7k x y z+ π + +  ïðè öåëûõ x, y, z.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðåøåíèè à) ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ñòåïåíåé íå åäèíñòâåííû: ( 2 21 1+ +

)
3

2 2 3 21 3 3 3+ = + + = 2 2 21 1 5+ + , âòîðîå èç ýòèõ ïðåä-
ñòàâëåíèé ñîîòâåòñòâóåò òîæäåñòâó

( )
3

2 2 2a b c+ + = ( )( )
2

2 2 23 3a b c c+ - +

+ ( )( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2 2 23 3a b c a a b c b+ - + + - .

Â ïóíêòå â) â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü óðàâíåíèå

âèäà 2 2 2 2px py cz t+ + = , ãäå p – ïðîñòîå ÷èñëî âèäà

4k + 3 (äëÿ òàêèõ p èç äåëèìîñòè ( )2 2x y p+ �  ñëåäóåò
x p� , y p� ; ïî ýòîìó ïîâîäó ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ
À.Ñïèâàêà è Â.Ñåíäåðîâà «Ñóììû êâàäðàòîâ è öåëûå
ãàóññîâû ÷èñëà» â «Êâàíòå» ¹ 3 çà 1999 ã.), à c – òàêîå,

÷òî èç äåëèìîñòè ( )2 2cz t p- �  ñëåäóåò z p� , t p� . Íà-

ïðèìåð, âçÿâ ð = 7, ìîæíî ïîëîæèòü ñ = 3, 5 èëè 6.
Íàìåòèì åùå îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ â). Âîçüìåì ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî d âèäà

( )8 7 4lm + ◊ ,                       (2)

ãäå m è l – öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, è ïîëîæèì
a = b = c = d. Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà d,

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî 2 2 2 2X Y Z dt+ + = , ãäå X = dx,

Y = dy, Z = dz. Âìåñòå ñ ÷èñëîì d è ÷èñëî 2dt  èìååò
âèä (2), à òàêèå ÷èñëà, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, íå ïðåäñòà-
âèìû â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë (èëè,
ñèëüíåå: ñóììîé ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ öåëûõ íåîòðèöà-

òåëüíûõ ÷èñåë, õîòÿ áû îäíî èç êîòîðûõ ìåíüøå 12l- ).
Ãàóññ äîêàçàë (ýòî î÷åíü ñëîæíàÿ òåîðåìà), ÷òî âñÿ-
êîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå èìåþùåå âèäà (2), ïðåä-

ñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ öåëûõ ÷èñåë.
Â äðóãîì íàïðàâëåíèè ðàçâèâàåò òåîðèþ ðàçëîæåíèé
À.Ãóðâèö: îí ðàññìàòðèâàåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî,
a priori ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, è óñòàíàâëè-
âàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå
ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Òåîðåìà (À.Ãóðâèö). Åäèíñòâåííûìè íàòóðàëüíûìè

÷èñëàìè k, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå 2 2 2 2x y z k+ + =
íå èìååò ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x, y, z,
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà k = h2  è hk 5 2= ◊ , ãäå h = 0, 1, 2, …
ßñíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n = 2 óòâåðæäåíèå ïóíêòà à)
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ãóðâèöà. Â ñàìîì äåëå,

÷èñëà âèäà 2
h  è 5 2h◊ , ãäå h = 0, 1, 2, …, íå

ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ òðåõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë (ýòî ëåãêî äîêàçàòü ìåòîäîì ñïóñêà).
Îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãóðâèöà äîâîëüíî
ñëîæíîå.

À.Àâàêÿí, Â.Ñåíäåðîâ

M2004. Ó Êàðëñîíà èìååòñÿ 1000 áàíîê ñ âàðåíüåì.
Áàíêè íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûå, íî â êàæäîé íå
áîëüøå ÷åì 1/100 ÷àñòü âñåãî âàðåíüÿ. Íà çàâòðàê
Êàðëñîí ìîæåò ñúåäàòü ïîðîâíó âàðåíüÿ èç ëþáûõ
100 áàíîê. Äîêàæèòå, ÷òî Êàðëñîí ìîæåò äåéñòâî-
âàòü òàê, ÷òîáû çà íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî çàâòðàêîâ
ñúåñòü âñå âàðåíüå.

Çàìåíèì â óñëîâèè çàäà÷è 100 è 
1

100
 ñîîòâåòñòâåííî íà

n è 
1

n
, 100n £ , è íàçîâåì ýòî çàäà÷åé-n (îáùåå

êîëè÷åñòâî áàíîê íåâàæíî, ãëàâíîå, ÷òî èõ íå ìåíüøå
100). Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Çàäà÷à-1 î÷åâèäíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó Êàðëñîíà åñòü àëãîðèòì äåéñòâèé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è-(n – 1). Îáúÿñíèì, êàê åìó òîãäà
äåéñòâîâàòü â ñëó÷àå çàäà÷è-n.
Ïóñòü A – íàèáîëüøàÿ ïî êîëè÷åñòâó âàðåíüÿ áàíêà, à
B – ãðóïïà îñòàâøèõñÿ áàíîê. Ïî óñëîâèþ â áàíêå A íå

áîëüøå 
1

n
 îò îáùåãî êîëè÷åñòâà âàðåíüÿ. Ïóñòü â íåé

ñòðîãî ìåíüøå 
1

n
 îò îáùåãî êîëè÷åñòâà âàðåíüÿ. Âíà-

÷àëå äîáüåìñÿ, ÷òîáû â áàíêå A áûëî ðîâíî 
1

n
 îò

îáùåãî êîëè÷åñòâà âàðåíüÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåïó-
ñòûõ áàíîê íå ìîæåò áûòü ìåíüøå n + 1. Ïóñòü Êàðëñîí
èç ãðóïïû B âûáåðåò n íàèìåíüøèõ íåïóñòûõ áàíîê è
áóäåò ñúåäàòü èç íèõ ïî íåêîòîðîìó îäèíàêîâîìó
êîëè÷åñòâó âàðåíüÿ. Äîëÿ âàðåíüÿ â ñàìîé áîëüøîé
áàíêå ïðè ýòîì áóäåò ðàñòè. Ëèáî Êàðëñîí äîâîäèò ýòó

äîëþ äî 
1

n
, ëèáî ðàíüøå ýòîãî îí îïóñòîøàåò ñàìóþ

ìàëåíüêóþ áàíêó, óìåíüøàÿ êîëè÷åñòâî íåïóñòûõ áà-
íîê. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïóñòü Êàðëñîí ñíîâà âûáåðåò n
íàèìåíüøèõ íåïóñòûõ áàíîê è ò.ä. ×åðåç íåñêîëüêî

øàãîâ â áàíêå A áóäåò ðîâíî 
1

n
 îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

âàðåíüÿ.
Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî äëÿ ãðóïïû B âûïîëíÿåòñÿ óñëî-

âèå çàäà÷è-(n – 1): â íèõ âìåñòå ñîäåðæèòñÿ 
1n

n

-
 îò

âñåãî âàðåíüÿ, è â êàæäîé èç íèõ ïî óñëîâèþ íå áîëåå



1

n
 âñåãî âàðåíüÿ, ò.å. íå áîëåå 

1 1

1 1

n

n n n
◊ =

- -
 îò

êîëè÷åñòâà âàðåíüÿ âî âñåõ áàíêàõ ãðóïïû B. Ïîýòîìó
Êàðëñîí ìîæåò ïðèìåíÿòü àëãîðèòì çàäà÷è-(n  – 1)
äëÿ ãðóïïû B, ñúåäàÿ íà êàæäîì øàãå ïîðîâíó âàðåíüÿ
èç íåêîòîðûõ n – 1 áàíîê ãðóïïû B, è îäíîâðåìåííî
ñúåäàòü ñòîëüêî æå âàðåíüÿ èç áàíêè A. ßñíî, ÷òî
âàðåíüå êîí÷èòñÿ âî âñåõ áàíêàõ îäíîâðåìåííî.

À.Íèêîëàåâ

M2005*. Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê ñ ï
âåðøèíàìè íåëüçÿ ðàçðåçàòü ìåíåå ÷åì íà n – 3 òåò-
ðàýäðà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è äîïóñòèì, ÷òî t – ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî òåòðàýäðîâ, íà êîòîðîå ìîæíî ðàçðåçàòü
êàêîé-òî ìíîãîãðàííèê ñ íàðóøåíèåì óòâåðæäåíèÿ
çàäà÷è. Ïóñòü íåêîòîðûé ìíîãîãðàííèê M ñ n âåðøè-
íàìè, m ðåáðàìè è k ãðàíÿìè ðàçðåçàí íà t < n – 3
òåòðàýäðîâ.
Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå ãðàíè íåêîòîðûõ òåòðàýäðîâ
ðàçáèåíèÿ âûõîäÿò íà ïîâåðõíîñòü ìíîãîãðàííèêà è
äàþò åå ðàçáèåíèå íà òðåóãîëüíèêè. Ïóñòü 1 2, , , kv v v…

– êîëè÷åñòâà âåðøèí (èëè ðåáåð) â ãðàíÿõ. Ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðóþ ãðàíü ñ iv  âåðøèíàìè. Îíà ðàçáèòà íà
òðåóãîëüíèêè, ïðè ýòîì êàæäûé òðåóãîëüíèê ðàçáèå-
íèÿ èìååò ñóììó óãëîâ π , à ñóììà óãëîâ ó âåðøèí ýòîé
ãðàíè ðàâíà ( )2iv π- , çíà÷èò, ãðàíü äîëæíà áûòü
ðàçðåçàíà íà 2iv -  èëè áîëåå òðåóãîëüíèêîâ. Ñóììàð-
íîå êîëè÷åñòâî òðåóãîëüíèêîâ íà ïîâåðõíîñòè íå ìåíåå
( )1 2 2kv v v k+ + + -… . Òàê êàê êàæäîå ðåáðî ïðèíàä-
ëåæèò äâóì ãðàíÿì, òî 1 2 2kv v v m+ + + =… . Èç ôîð-
ìóëû Ýéëåðà (n – m + k = 2) âûòåêàåò, ÷òî êîëè÷åñòâî
òðåóãîëüíèêîâ íå ìåíåå ( )2 4 2 3n n- > - . Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî âñå òåòðàýäðû ðàçáèåíèÿ íå ìîãóò âûõîäèòü
íà ïîâåðõíîñòü äâóìÿ èëè ìåíåå ãðàíÿìè. Åñëè îäèí èç
òåòðàýäðîâ ðàçáèåíèÿ âûõîäèò íà ïîâåðõíîñòü âñåìè
÷åòûðüìÿ ãðàíÿìè, òî M – òåòðàýäð, íî äëÿ íåãî
óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî. Çíà÷èò, îäèí èç òåòðàýäðîâ
ðàçáèåíèÿ âûõîäèò íà ïîâåðõíîñòü ðîâíî òðåìÿ ãðàíÿ-
ìè, íî òàêîé òåòðàýäð ìîæíî îòðåçàòü îò M, ïîòåðÿâ
îäèí òåòðàýäð è íå áîëåå îäíîé âåðøèíû. Ïîëó÷åííûé
ïîñëå îòðåçàíèÿ òåòðàýäðà ìíîãîãðàííèê íå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è è ðàçáèò íà t – 1 òåòðàýäð. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó t.

Ð.Êàðàñåâ

Ô2013. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñèäèò ëÿãóø-
êà. Íàâñòðå÷ó åé èçäàëåêà êàòèòñÿ áàðàáàí ðàäèó-
ñîì R. Öåíòð áàðàáàíà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v. Ñ
êàêîé íàèìåíüøåé ñêîðîñòüþ äîëæíà ïîäïðûãíóòü
ëÿãóøêà, ÷òîáû ïåðåïðûãíóòü áàðàáàí, ñëåãêà êîñ-
íóâøèñü åãî òîëüêî â âåðõíåé òî÷êå? Ðàçìåðàìè
ëÿãóøêè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ öåíòðîì
ðàâíîìåðíî êàòÿùåãîñÿ áàðàáàíà, ëÿãóøêà ïîñëå ïðûæ-
êà áóäåò äâèãàòüñÿ ïî ïàðàáîëå. Íàïðàâèì îñü Õ â ýòîé
ñèñòåìå ïî ãîðèçîíòàëè âäîëü ïëîñêîñòè â íàïðàâëåíèè
îò ëÿãóøêè ê áàðàáàíó, îñü Y íàïðàâèì âåðòèêàëüíî
ââåðõ, íà÷àëî îòñ÷åòà âûáåðåì â òîì ìåñòå, ãäå ñèäåëà
ëÿãóøêà, è áóäåì îòñ÷èòûâàòü âðåìÿ îò ìîìåíòà ïðûæ-

êà. Åñëè ëÿãóøêà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà
ïðûãàåò ïîä óãëîì α  ê ãîðèçîíòó ñî ñêîðîñòüþ 0v ,
èìåþùåé ãîðèçîíòàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ 0xv  è âåðòè-
êàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ 0yv , òî çàâèñèìîñòü êîîðäè-
íàò ëÿãóøêè îò âðåìåíè t â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå
êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä

( )0 ,xx v v t= +  
2

0
2

y

gt
y v t= - .

Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà ïîäúåìà, î÷åâèäíî, ðàâíà
2
0

1
2

yv
y

g
=  è äîëæíà ñîâïàäàòü ñ óäâîåííûì ðàäèóñîì

öèëèíäðà, îòêóäà ïîëó÷àåì

2
0 4yv gR= .

Ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà äîñòèãàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè
0

1

yv
t

g
=  â òî÷êå ñ ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòîé

( )
( )0 0

1 0 1

y x
x

v v v
x v v t

g

+
= + = .

Âûðàçèâ âðåìÿ èç çàâèñèìîñòè ( )x t  è ïîäñòàâèâ åãî â
çàâèñèìîñòü ( )y t , ïîëó÷èì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè äâè-
æåíèÿ ëÿãóøêè:

( )

( )

( )

22
0 1

12 2
0 0 02 2

y

x x x

v x g x xgx
y y

v v v v v v

-
= - = -

+ + +
.

Âáëèçè âåðõíåé òî÷êè ïàðàáîëû ñ êîîðäèíàòàìè ( )1 1,x y
ýòî óðàâíåíèå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ óðàâíåíèåì îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñîì R ñ öåíòðîì â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
( )1,x R :

( )

( )
( )

2
21 2

1 12

02 x

g x x
y R R x x

v v

-
- = + - - ª

+

( )
2

1
2

2

x x
R

R

-
- .

Îòñþäà ïîëó÷àåì

( )
2

0xv v gR+ = , è 0xv gR v= - .

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ëÿãóøêè â íåïîäâèæíîé
ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàâíà

( )
2

2 2
0 0 0 4y xv v v gR gR v= + = + - =

= 25 2gR v v gR+ -

è íàïðàâëåíà ïîä óãëîì α  ê ãîðèçîíòó òàêèì, ÷òî

0

0

2
tg

y

x

v gR

v gR v
α = =

-
.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè v gR<  ëÿãóøêà äîëæíà ïðûãàòü

íàâñòðå÷ó êàòÿùåìóñÿ áàðàáàíó, à ïðè v gR≥  –
âåðòèêàëüíî ââåðõ.
Çàìå÷àíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ïðîùå, âîñïîëüçî-
âàâøèñü ïîíÿòèåì ðàäèóñà êðèâèçíû òðàåêòîðèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷åòà ðàäèóñ
êðèâèçíû *!

R  òðàåêòîðèè ëÿãóøêè â âåðõíåé òî÷êå
äîëæåí ïðåâûøàòü R (òðàåêòîðèÿ êàñàåòñÿ áàðàáàíà),
à óñêîðåíèå ëÿãóøêè èìååò òîëüêî íîðìàëüíóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ, ðàâíóþ g. Îòñþäà ïîëó÷àåì

( )
2

0
*!

xv v
R R

g

+
= ≥ , ò.å. 0xv gR v≥ - .
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Âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè ëÿãóøêè, î÷å-
âèäíî, äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû îíà ìîãëà ïåðåïðûã-
íóòü áàðàáàí âûñîòîé 2R, ò.å.

0
2 2 2yv g R gR= ◊ = .

Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò îòâåò.
Ì.Ðîìàøêà

Ô2014. Â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1, ìàññû
âñåõ òðåõ ãðóçîâ îäèíàêîâû è ðàâíû m. Íèòü, ñîåäè-
íÿþùàÿ ãðóçû 1 è 2, íåâåñîìà è íåðàñòÿæèìà; åå

ó÷àñòêè, íå ëåæàùèå íà
áëîêàõ, âåðòèêàëüíû èëè
ãîðèçîíòàëüíû; áëîêè íå-
âåñîìû; òðåíèÿ íåò. Ãðóç
3 äâèæåòñÿ ïî ãîðèçîí-
òàëüíîé ïëîñêîñòè íå îï-
ðîêèäûâàÿñü. Íàéäèòå óñ-
êîðåíèÿ âñåõ òðåõ ãðóçîâ.
Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïà-
äåíèÿ ðàâíî g.

Ïðè óñëîâèÿõ çàäà÷è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè âåçäå
îäèíàêîâà è ðàâíà Ò. Ãðóç 1 áóäåò äâèãàòüñÿ ïî
âåðòèêàëè ñ óñêîðåíèåì 1a , ãðóç 3 – ïî ãîðèçîíòàëè ñ
óñêîðåíèåì 3a , ãðóç 2 – ïî âåðòèêàëè ñ óñêîðåíèåì 2ya
è âìåñòå ñ ãðóçîì 3 ïî ãîðèçîíòàëè ñ óñêîðåíèåì

2 3xa a= . Ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 2, è çàïèøåì
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ãðóçîâ â ïðîåêöèÿõ íà
îñè Õ è Y:

1ma mg T= - ,

2yma mg T= - ,

22 xma T= - .

Ïðè íàïèñàíèè ïîñ-
ëåäíåãî óðàâíåíèÿ
áûëî ó÷òåíî, ÷òî ñèëû
äàâëåíèÿ ãðóçîâ 2 è 3

äðóã íà äðóãà – âíóòðåííèå ñèëû äëÿ ñèñòåìû ýòèõ
ãðóçîâ, òàê ÷òî ãðóçû äâèæóòñÿ òîëüêî ïîä äåéñòâèåì
ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè Ò.
Èç óñëîâèÿ íåðàñòÿæèìîñòè íèòè 1 2 2 consty y x+ + =
ñëåäóåò óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè:

1 2 2 0y xa a a+ + = .

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ãðóçîâ ñëåäóåò,

÷òî 
1 2y

T
a a g

m
= = - , à èç òðåòüåãî – ÷òî 2

2
x

T
a

m
= - .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå êèíåìàòè÷åñ-
êîé ñâÿçè, ïîëó÷àåì

0
2

T T T
g g

m m m
- + - - = , èëè 

4

5
T mg= .

Òîãäà

1 2
5

y

g
a a= = , 

2 3

2

5
xa a g= = - , 2 2

2 2 2
5

x y

g
a a a= + = .

Ïðè ýòîì âåêòîð óñêîðåíèÿ ïåðâîãî ãðóçà íàïðàâëåí

âåðòèêàëüíî âíèç, âåêòîð óñêîðåíèÿ âòîðîãî ãðóçà

íàïðàâëåí âíèç ïîä óãëîì 
2

2

1
arctg arctg

2

y

x

a

a
ϕ = =  ê

ãîðèçîíòó, âåêòîð óñêîðåíèÿ òðåòüåãî ãðóçà íàïðàâëåí
ïî ãîðèçîíòàëè âëåâî.

Ì.Ñåìåíîâ

Ô2015. Íàéäèòå ñîïðîòèâëåíèå ìåæäó êëåììàìè À è
Â öåïè, èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå 1 è ñîñòîÿùåé èç

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ðåçèñòîðîâ ñ ñîïðî-
òèâëåíèåì R êàæäûé.

ßñíî, ÷òî íà áîëüøîì óäàëåíèè îò êëåìì À è Â äàííîé
öåïè òîê òå÷åò òîëüêî ïî íèæíåìó ïðîâîäíèêó, à ïî
âåðõíåé ÷àñòè òîê íå èäåò, è ïîýòîìó åå ìîæíî ðàçîð-
âàòü. Òîãäà èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå 1 öåïü ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñîâîêóïíîñòü äâóõ ýëåêòðè÷åñêèõ öå-
ïåé ÀÑ è ÑÂ, ñîåäèíåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî (ðèñ.2).

Ñîïðîòèâëåíèå ABR  âñåé ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñêëàäû-
âàåòñÿ èç ñîïðîòèâëåíèé ACR  è CBR  öåïåé ÀÑ è ÑÂ,
êîòîðûå ñîâïàäàþò:

AC CB xR R R= = .

Ïîýòîìó

2AB xR R= .

Òåïåðü ïåðåðèñóåì öåïü ÀÑ òàê, êàê èçîáðàæåíî íà
ðèñóíêå 3. Ïîñêîëüêó ýòà öåïü áåñêîíå÷íàÿ è åå ñîïðî-
òèâëåíèå íå èçìåíÿåòñÿ ïðè äîáàâëåíèè åùå îäíîãî

çâåíà â íà÷àëå, ïðåäñòàâèì åå ñîîòâåòñòâåííî ðèñóíêó
4. Òîãäà èç çàêîíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëüíî-
ãî ñîåäèíåíèé ïðîâîäíèêîâ ïîëó÷èì

x
x

x

RR
R R

R R
= +

+
,

èëè

2 2 0x xR RR R- - = .

Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì

1 5

2
xR R

+
= .

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4



Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

( )1 5ABR R= + .

Ä.Õàðàáàäçå

Ô2016. Âî âñåõ òî÷êàõ êðèâîé À, èçîáðàæåííîé íà
ðèñóíêå 1, ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàííî-
ãî íåïîäâèæíûìè òî÷å÷íûìè çàðÿäàìè 1q =

4 …jë=  è 2q 1 …jë= , ðàâåí 900 bϕ = . Îïðåäåëèòå
ðàññòîÿíèå l ìåæäó çàðÿäàìè. Ïîñòîÿííàÿ â çàêîíå
Êóëîíà 9 2 2 k 9 10 m ì jë= ◊ ◊ .
Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñèììåò-
ðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàðÿäû 1q

è 2q . Ïðè âðàùåíèè
êðèâîé À îòíîñèòåëüíî
ýòîé îñè ïîëó÷èì çàìê-
íóòóþ ïîâåðõíîñòü, ïî-
òåíöèàë âî âñåõ òî÷êàõ
êîòîðîé îäèí è òîò æå.
Òàêèå ïîâåðõíîñòè íà-
çûâàþò ýêâèïîòåíöè-
àëüíûìè. Âåêòîð íàïðÿ-
æåííîñòè E

��

 (åñëè îí
îòëè÷åí îò íóëÿ) â ëþáîé òî÷êå ýêâèïîòåíöèàëüíîé
ïîâåðõíîñòè íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ê íåé. Òîëü-
êî â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íå ñîâåðøàåò
ðàáîòû ïðè ïåðåíîñå ïðîáíîãî çàðÿäà èç îäíîé òî÷êè

ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè â ëþáóþ
äðóãóþ òî÷êó ýòîé ïî-
âåðõíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå Î
(ðèñ.2), ãäå ñàìîïåðå-
ñåêàåòñÿ êðèâàÿ À, íà-
ïðàâëåíèå íîðìàëè ê
ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïî-
âåðõíîñòè, à ñëåäîâà-

òåëüíî, è íàïðàâëåíèå âåêòîðà E
��

 íå îïðåäåëåíû. Ýòî
âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàïðÿæåííîñòü â
ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ìîæåì çàïèñàòü

1 2

2 2
1 2

kq kq

r r
= ,

ãäå 1r  è 2r  – ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè Î äî çàðÿäîâ 1q  è 2q
ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ ïîòåí-
öèàëà â òî÷êå Î:

1 2

1 2

kq kq

r r
ϕ = + .

Êðîìå òîãî, âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

1 2r r l+ = .

Èç ýòèõ óðàâíåíèé íàõîäèì

( )
2

1 2
9 “ì

k q q
l

ϕ

+
= = .

È.Ãîðáàòûé

Ô2017. Â âîäó ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ 
"

n  ÷àñ-
òè÷íî ïîãðóæåíà òîíêàÿ ñòåêëÿííàÿ ïëîñêîâûïóê-

ëàÿ ëèíçà, ïðè÷åì åå
ïëîñêàÿ ñòîðîíà ãî-
ðèçîíòàëüíà è íàõî-
äèòñÿ ïîä âîäîé, à
òîëùèíà ëèíçû Í
(ðèñ.1). Íà ýòó ñè-
ñòåìó âåðòèêàëüíî
ïàäàåò ïàðàëëåëü-
íûé ïó÷îê ñâåòà. Íà ãëóáèíàõ l è L > l â âîäå
âîçíèêàþò äâà îäèíàêîâî ÿðêèõ èçîáðàæåíèÿ. Êàêî-
âû ðàäèóñ R âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ëèíçû, ïîêàçà-
òåëü ïðåëîìëåíèÿ n ìàòåðèàëà ëèíçû è ãëóáèíà h
åå ïîãðóæåíèÿ â âîäó? Îòðàæåíèåì ñâåòà îò âîäû
è îò ëèíçû, à òàêæå ïîãëîùåíèåì ñâåòà ïðåíåá-
ðå÷ü.

Èçîáðàæåíèÿ ôîðìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×àñòü
ñâåòîâîãî ïó÷êà ïîïàäàåò íà âûïóêëóþ ïîâåðõíîñòü
ëèíçû â âîçäóõå, ïðåëîìëÿåòñÿ íà íåé, çàòåì ïðåëîì-
ëÿåòñÿ íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ëèíçû â âîäå è îáðàçóåò
îäíî èçîáðàæåíèå íà ãëóáèíå l. Äðóãàÿ ÷àñòü ïó÷êà
ïîïàäàåò íà ëèíçó â âîäå è îáðàçóåò ïîñëå ïðåëîìëåíèé
âòîðîå èçîáðàæåíèå íà ãëóáèíå L > l.
Âûðàçèì ðàññòîÿíèÿ äî èçîáðàæåíèé l è L ÷åðåç
ðàäèóñ R âûïóêëîé ïîâåðõíîñòè ëèíçû è ïîêàçàòåëè
ïðåëîìëåíèÿ âîäû 

"
n  è ìàòåðèàëà ëèíçû n. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ëó÷ ñâåòà, ïðîõîäÿùèé íà ðàññòîÿ-
íèè x R�  îò ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñè ëèíçû è ïîïà-
äàþùèé íà íåå èç âîçäóõà (ðèñ.2). Îí ïàäàåò íà

ñôåðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ëèíçû ïîä óãëîì 
x

R
α =  è

ïðåëîìëÿåòñÿ ïîä óãëîì 
x

Rn
β = , ïîâîðà÷èâàÿ ïðè

ýòîì íà óãîë 
1

1
x

R n
γ α β Ê ˆ= - = -Á ˜Ë ¯

. Ïîä ýòèì æå óã-

ëîì îí ïàäàåò íà ïëîñêóþ ïîâåðõíîñòü ëèíçû è ïðå-

ëîìëÿåòñÿ ïîä óãëîì 
" "

1
1

n x n

n R n n
δ γ Ê ˆ= = -Á ˜Ë ¯

, âûõîäÿ

â âîäó. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ëèíçà òîíêàÿ, òî 
x

l
δ = ,

è ðàññòîÿíèå l äî èçîáðàæåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü èç

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ç À Ä À × Í È Ê  « Ê Â À Í Ò À » 23



Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 624

ñîîòíîøåíèÿ

"

1
1

x x n

l R n n

Ê ˆ= -Á ˜Ë ¯
,

îòêóäà

"

1

Rn
l

n
=

-
.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ ÷àñòü ïó÷êà, ïà-
äàþùóþ íà ëèíçó â âîäå, íàõîäèì ðàññòîÿíèå äî
âòîðîãî èçîáðàæåíèÿ:

( )
"

" "
1

RnR
L

n n n n
= =

- -

(ýòî ôîðìóëà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé â âûðàæåíèè äëÿ l
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà, ðàâíîãî 1, íà ïîêà-
çàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû 

"
n ).

Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé íàõîäèì

( )

( )
"

"

1lL n
R

n L l

-
=

-
 è "

n L l
n

L l

-
=

-
.

Îñòàëîñü íàéòè ãëóáèíó h ïîãðóæåíèÿ ëèíçû â âîäó.
Ïîñêîëüêó èçîáðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî ÿðêè-

ìè, òî ÷àñòè ïó÷êà, ïàäàþùèå íà ëèíçó â âîçäóõå è
âîäå, ïåðåíîñÿò îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ. Ïîýòîìó ïëîùà-
äè ãîðèçîíòàëüíûõ îñíîâàíèé ÷àñòåé ëèíçû, ïîêðû-
òûõ è íå ïîêðûòûõ âîäîé, äîëæíû ñîâïàäàòü, ò.å.
ïëîùàäü îñíîâàíèÿ âûñòóïàþùåé èç âîäû ÷àñòè ëèíçû
ñîñòàâëÿåò 1/2 îò ïëîùàäè îñíîâàíèÿ âñåé ëèíçû.
Íàéäåì ñâÿçü âûñîòû H – h âûñòóïàþùåé èç âîäû
÷àñòè ëèíçû ñ ðàäèóñîì r åå îñíîâàíèÿ (ñì. ðèñ.2). Ïî
òåîðåìå Ïèôàãîðà, ñ ó÷åòîì ìàëîñòè Í ïî ñðàâíåíèþ
ñ R, èìååì

( )( ) ( )
22 2 2r R R H h R H h= - - - = - ,

îòêóäà ïëîùàäü îñíîâàíèÿ âûñòóïàþùåé èç âîäû ÷àñòè
ëèíçû ðàâíà

( )2
1 2S r R H hπ π= = - .

Àíàëîãè÷íî, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ âñåé ëèíçû ñîñòàâ-
ëÿåò

2
1 2S r RHπ π= = .

Ïîñêîëüêó 1 2S S= , ïîëó÷àåì

2

H
h = .

Ñ.Âàðëàìîâ, Ì.Ñåìåíîâ

Èñòîðèÿ ñ «Ãîëîâîëîìêîé ñòîëÿðà»

(Íà÷àëî ñì. íà 2-é ñ. îáëîæêè)

Â èñòîðèè ãîëîâîëîìîê íåìàëî ñëó÷àåâ, êîãäà êëàñ-
ñè÷åñêèå, äàâíî ïðèäóìàííûå çàäà÷è, ïîïàäàÿ ê ïûò-
ëèâîìó èññëåäîâàòåëþ, âäðóã ðàñêðûâàþò ñâîè íîâûå
ñòîðîíû, ïîëó÷àþò êðàñèâûå ðåøåíèÿ è ðîæäàþò ñå-
ðèþ äðóãèõ îðèãèíàëüíûõ çàäà÷.

Â 1821 ãîäó ó÷èòåëü èç Ëîíäîíà Äæîí Äæåêñîí â
áðîøþðå «Ïîëåçíûå çàíÿòèÿ â çèìíèå âå÷åðà» îïóáëè-
êîâàë òàêóþ çàäà÷ó:

Êàê ðàçðåçàòü êðóã, ÷òîáû èç åãî ÷àñòåé ñëîæèòü
äâà îâàëà ñ îòâåðñòèÿìè â ñåðåäèíå?

Ñàì Äæåêñîí ñ÷èòàë, ÷òî êðóã íàäî ðàçäåëèòü ìèíè-
ìóì íà âîñåìü ÷àñòåé.

Ïðîøëî ðîâíî 80 ëåò, è çíàìåíèòûé èçîáðåòàòåëü
ãîëîâîëîìîê Ñýì Ëîéä ïðåäëîæèë àìåðèêàíñêèì ÷èòà-
òåëÿì ïîëîìàòü ãîëîâó íàä àíàëîãè÷íîé çàäà÷åé. Â
1914 ãîäó â  «Ýíöèêëîïåäèè 5000 ãîëîâîëîìîê, ôîêó-
ñîâ è çàäà÷» Ñýìà Ëîéäà ýòà ïðîáëåìà áûëà îïóáëèêî-
âàíà ïîä íàçâàíèåì «Ãîëîâîëîìêà ñòîëÿðà»:

Ñòîëÿð ïîëó÷èë çàêàç íà èçãîòîâëåíèå êðóãëîãî
äóáîâîãî ñòîëà. Íà ñêëàäå ó íåãî áûë äóáîâûé ïåíü
ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà, íî ñ ãíèëîé ñåðäöåâèíîé. Êàê
ñîñòàâèòü êðóãëóþ ñòîëåøíèöó èç ÷àñòåé äâóõ îâà-
ëîâ, ðàçðåçàâ èõ íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî äåòàëåé?

Â «Ýíöèêëîïåäèè» áûëî ïðèâåäåíî ðåøåíèå ñ ðàçðå-
çàíèåì îâàëîâ íà øåñòü ÷àñòåé.

Ïîñëå ýòîãî «Ãîëîâîëîìêó ñòîëÿðà» ïåðåïå÷àòûâàëè
ñîòíè, åñëè íå òûñÿ÷è ðàç ïî âñåìó ñâåòó. È âñåãäà
ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðåøåíèå, íàïå÷àòàííîå â êíèãå Ëîéäà,

– íàèëó÷øåå. Íî â
2004 ãîäó íîâûé ïîä-
õîä ê ñòàðîé çàäà÷å
íàøåë óêðàèíñêèé
èçîáðåòàòåëü Ñåðãåé
Ãðàáàð÷óê – àâòîð çà-
íèìàòåëüíûõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ êíèã è çà-
äà÷, èçâåñòíûõ ëþáè-
òåëÿì ãîëîâîëîìîê âî
âñåì ìèðå. Îí ñóìåë
ðàçðåçàòü ïîêàçàííûå
â êíèãå Ëîéäà îâàëû
íà ïÿòü ÷àñòåé – îäèí
îâàë íà äâå, à âòîðîé
íà òðè ÷àñòè – è ñëî-
æèòü èç íèõ êðóã. Ïðè÷åì ñäåëàë ýòî íåñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè.

Ïðåäëàãàåì âàì íàéòè îäíî èç ðåøåíèé Ãðàáàð÷óêà
èëè ñâîå ñîáñòâåííîå, îðèãèíàëüíîå ðåøåíèå. Ñåðãåé
äîêàçàë, ÷òî ðàçðåçàòü îâàëû íà ïÿòü ÷àñòåé è ñëîæèòü
èç íèõ êðóã ìîæíî áåñ÷èñëåííûì êîëè÷åñòâîì ñïîñî-
áîâ.

×òîáû îáëåã÷èòü ðàçãàäêó, íà îáëîæêå æóðíàëà
ïîêàçàíî «çàøèôðîâàííîå» ðåøåíèå Ãðàáàð÷óêà. Íà
íåì ïðîâåäåíî ñëèøêîì ìíîãî ëèíèé. Âàì íóæíî
èñïîëüçîâàòü ëèøü íåêîòîðûå èç íèõ, äåëÿùèå äâà
îâàëà íà ïÿòü äåòàëåé, è ñëîæèòü èç íèõ êðóã.

Óäà÷è âàì!
À.Êàëèíèí
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Çàäà÷è
1. Ó ðàñïîðÿäèòåëÿ áàíêåòà åñòü íåêîòîðîå êîëè÷å-
ñòâî îäèíàêîâûõ êâàäðàòíûõ ñòîëîâ. Èõ ìîæíî ðàññòà-
âèòü ëèáî áóêâîé «H», ëèáî áóêâîé «Ã» («òîëùèíà»
êàæäîé áóêâû – îäèí ñòîë). Â êàêîì ñëó÷àå ìîæíî
áóäåò ðàññàäèòü áîëüøå ãîñòåé (ïåðèìåòð îáðàçîâàâ-
øåãîñÿ áàíêåòíîãî ñòîëà áóäåò áîëüøå)?

À.Áëèíêîâ

2. Òðè æóëèêà, êàæäûé ñ äâóìÿ ÷åìîäàíàìè, íàõî-
äÿòñÿ íà îäíîì áåðåãó ðåêè, ÷åðåç êîòîðóþ îíè õîòÿò
ïåðåïðàâèòüñÿ. Åñòü òðåõìåñòíàÿ ëîäêà, êàæäîå ìåñòî
â íåé ìîæåò áûòü çàíÿòî ëèáî ÷åëîâåêîì, ëèáî ÷åìî-
äàíîì. Íèêòî èç æóëèêîâ íå äîâåðèò ñâîé ÷åìîäàí
ñïóòíèêàì â ñâîå îòñóòñòâèå, íî ãîòîâ îñòàâèòü ÷åìî-
äàíû íà áåçëþäíîì áåðåãó. Ñìîãóò ëè îíè ïåðåïðà-
âèòüñÿ?

À.Øàïîâàëîâ

3. Â 2006 ãîäó â «Êâàíòå» ¹4 â «Çàäà÷íèêå «Êâàí-
òà» ïî ìàòåìàòèêå ïîÿâèëàñü çàäà÷à ïîä íîìåðîì
Ì2006. Åñëè áû æóðíàë âûõîäèë åæåìåñÿ÷íî è â
êàæäîì åãî âûïóñêå ïóáëèêîâàëîñü ïî 5 çàäà÷ ïî
ìàòåìàòèêå, êàê ýòî áûëî â ïåðâûå ãîäû èçäàíèÿ
æóðíàëà, òî «þáèëåéíàÿ» çàäà÷à Ì2003 ïîÿâèëàñü áû
óæå â 2003 ãîäó. Íî íà÷èíàÿ ñ ÿíâàðÿ íåêîòîðîãî ãîäà
æóðíàë ñòàë âûõîäèòü 6 ðàç â ãîä, ïðè÷åì â òîò ãîä
áûëî îïóáëèêîâàíî 30 çàäà÷, äâà ïîñëåäóþùèõ ãîäà
ïóáëèêîâàëîñü ïî 60 çàäà÷, à çàòåì â êàæäûõ äâóõ
ñîñåäíèõ íîìåðàõ æóðíàëà â «Çàäà÷íèêå» â îáùåé

Ýòè çàäà÷è ïðåäíàçíà÷åíû ïðåæäå âñåãî ó÷àùèìñÿ 6 – 8
êëàññîâ. È
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ñëîæíîñòè ïóáëèêóåòñÿ 15 çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå. Íà÷è-
íàÿ ñ êàêîãî ãîäà æóðíàë ñòàë âûõîäèòü 6 ðàç â ãîä?

À.Âèëåíêèí

4. Ïðè êàêèõ N  ìîæíî ëþáîé òðåóãîëüíèê ðàçáèòü
íà N òðåóãîëüíèêîâ, èìåþùèõ ïî ðàâíîé ìåäèàíå?

À.Øàïîâàëîâ

5. Êàæäîìó èç òðåõ ëîãèêîâ íàïèñàëè íà ëáó íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì îäíî èç ýòèõ ÷èñåë ÿâëÿëîñü
ñóììîé äâóõ äðóãèõ, î ÷åì èì ñîîáùèëè. Ëîãèê íå
âèäèò, ÷òî íàïèñàíî ó íåãî íà ëáó, íî âèäèò, ÷òî
íàïèñàíî ó äðóãèõ. Ïåðâûé ëîãèê ñêàçàë, ÷òî íå ìîæåò
äîãàäàòüñÿ, êàêîå ÷èñëî íàïèñàíî ó íåãî íà ëáó. Ïîñëå
ýòîãî òî æå ñàìîå ñêàçàë âòîðîé ëîãèê, à çàòåì è
òðåòèé. Òîãäà ïåðâûé ñêàçàë: «ß çíàþ, ÷òî ó ìåíÿ íà ëáó
íàïèñàíî ÷èñëî 50». Êàêèå ÷èñëà íàïèñàíû ó äâóõ
îñòàëüíûõ?

Ôîëüêëîð
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Ìû ïðîäîëæàåì î÷åðåäíîé êîíêóðñ ïî ðåøåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ó÷àùèõñÿ 6–8
êëàññîâ. Ðåøåíèÿ çàäà÷ âûñûëàéòå â òå÷åíèå ìåñÿöà ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýòîãî íîìåðà æóðíàëà ïî
àäðåñó: 119296 Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñïåêò, 64-À, «Êâàíò» (ñ ïîìåòêîé «Êîíêóðñ «Ìàòåìàòèêà 6–
8»). Íå çàáóäüòå óêàçàòü èìÿ, êëàññ è äîìàøíèé àäðåñ.

Êàê è ïðåæäå, ìû ïðèâåòñòâóåì ó÷àñòèå â êîíêóðñå íå òîëüêî îòäåëüíûõ øêîëüíèêîâ, íî è
ìàòåìàòè÷åñêèõ êðóæêîâ. Ðóêîâîäèòåëåé êðóæêîâ ïðîñèì óêàçàòü ýëåêòðîííûé àäðåñ èëè êîíòàêò-
íûé òåëåôîí. Ïî òðàäèöèè, êðóæêè-ïîáåäèòåëè çàî÷íîãî êîíêóðñà ïðèãëàøàþòñÿ íà ôèíàëüíûé
î÷íûé òóðíèð.

Êîíêóðñ èìåíè À.Ï.Ñàâèíà

«Ìàòåìàòèêà 6–8»

11. Ñëîæèëè n òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êàæäîãî
èç êîòîðûõ öèôðû èäóò â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëåâà
íàïðàâî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ÷èñëî, â çàïèñè êîòî-
ðîãî öèôðû èäóò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Ïðè êàêîì
íàèìåíüøåì n òàêîå âîçìîæíî?

Ä.Êàëèíèí

12. Äîêàæèòå, ÷òî:
à) ñóùåñòâóåò ñêîëü óãîäíî ìíîãî ïîëîæèòåëüíûõ

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ { } { }- =2
0,25x x ;

á) íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ðàöèî-
íàëüíîãî ÷èñëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
{ } { }+ =2

0,5x x .
Ôèãóðíûå ñêîáêè çäåñü îáîçíà÷àþò äðîáíóþ ÷àñòü

÷èñëà: {t } = t – [t ] , ãäå [t ] – íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,

íå ïðåâûøàþùåå t.
Â.Êèðèàê (Ðóìûíèÿ)

13. Ìîãóò ëè òðè ïðÿìûå ðàçäåëèòü óãîë À òðå-
óãîëüíèêà ÀÂÑ íà äâå ïàðû ðàâíûõ óãëîâ, à îòðåçîê

ÂÑ – íà äâå ïàðû ðàâíûõ
îòðåçêîâ òàê, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêå (ðàâíûå óãëû è
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâíûå
îòðåçêè èçîáðàæåíû îäíèì
öâåòîì)?

Ñ.Äâîðÿíèíîâ

14. Ïóñòü n è k – íåêîòî-
ðûå íå÷åòíûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóì-
ìà k-õ ñòåïåíåé ëþáûõ n
ïîñëåäîâàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë äåëèòñÿ íà n.

Â.Ñåíäåðîâ

15. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n â êëåòêàõ êâàäðàòíîé
òàáëèöû ¥n n  ìîæíî ðàññòàâèòü ÷èñëà îò 1 äî 2

n  òàê,
÷òîáû ñóììû ÷èñåë âî âñåõ âåðòèêàëÿõ, âñåõ ãîðèçîí-
òàëÿõ è îáåèõ äèàãîíàëÿõ áûëè íå÷åòíûìè?

Â. Áåðíèê, È.Àêóëè÷
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Èíòåðôåðåíöèÿ
ñâåòà
Â .ÌÎÆÀÅÂ

Â
 ÒÎÌ  ÑËÓ×ÀÅ,  ÊÎÃÄÀ  ÏÐÈ  ÍÀËÎÆÅÍÈÈ  ÑÂÅÒÎÂÛÕ
âîëí ïðîèñõîäèò íå ñóììèðîâàíèå èõ èíòåíñèâíîñòåé, à

ïðîñòðàíñòâåííîå ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ñâåòîâîãî èç-
ëó÷åíèÿ, ãîâîðÿò îá èíòåðôåðåíöèè âîëí. Îäíàêî íàøè
ïîâñåäíåâíûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îñâåùåííîñòü,
ñîçäàâàåìàÿ äâóìÿ èëè íåñêîëüêèìè ñâåòîâûìè ïó÷êàìè,
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëîæåíèåì îñâåùåííîñòåé, ñîçäàâàåìûõ
îòäåëüíûìè ïó÷êàìè. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ïî÷åìó æå ìû íå

íàáëþäàåì â ýòèõ ñëó÷àÿõ èíòåðôåðåíöèè ñâåòîâûõ âîëí?
Ïîïðîáóåì íà íåãî îòâåòèòü.

Óñëîâèåì èíòåðôåðåíöèè âîëí ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè
ÿâëÿåòñÿ èõ êîãåðåíòíîñòü. Ýòî î÷åíü âàæíîå ïîíÿòèå,
ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà íåì áîëåå ïîäðîáíî.

Óðàâíåíèå ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ äëèíîé
âîëíû λ , ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè Õ, èìååò âèä

( ) 0 0

2
, cosE x t E t x

π
ω ϕ

λ
Ê ˆ

= - +Á ˜
Ë ¯

,

ãäå Å – íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîëíû, 
2 cπω
λ

=

– ÷àñòîòà, ñ – ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, 0
ϕ  – íà÷àëüíàÿ ôàçà.

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ (àðãóìåíò êîñèíóñà) íàçûâàåòñÿ ôà-
çîé âîëíû ϕ . Åñëè ýòà æå âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñðåäå ñ
ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n, òî çàâèñèìîñòü ( ),E x t  áóäåò
òàêîé:

( ) 0 0

2
, cosE x t E t nx

π
ω ϕ

λ
Ê ˆ

= - +Á ˜
Ë ¯

.

Â  ñðåäå â  n  ðàç óìåíüøàåòñÿ äëèíà âîëíû,  íî îáû÷íî åå



ñîõðàíÿþò, à ïóòü, ïðîéäåííûé âîëíîé, óìíîæàþò íà n è
íàçûâàþò ýòî ïðîèçâåäåíèå îïòè÷åñêèì ïóòåì. Ýòî óäîáíî –
íå íàäî äóìàòü îá èçìåíåíèè äëèíû âîëíû.

Ïóñòü òåïåðü äâå òàêèå âîëíû ïðèõîäÿò â îäíó òî÷êó
(íàïðèìåð, íà ýêðàíå):

1 01 1 01

2
cosE E t l

π
ω ϕ

λ
Ê ˆ

= - +Á ˜
Ë ¯

,

2 02 2 02

2
cosE E t l

π
ω ϕ

λ
Ê ˆ

= - +Á ˜
Ë ¯

,

ãäå 1l  è 2l  – îïòè÷åñêèå ïóòè, ïðîéäåííûå âîëíàìè äî
âñòðå÷è. Ðàçíîñòü ôàç ìåæäó ýòèìè âîëíàìè â äàííîé òî÷êå
ðàâíà

( )1 2 2 1 01 02

2
l l

πΔϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
λ

= - = - + - .

Êàê âèäíî, ðàçíîñòü ôàç Δϕ  íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Òàêèå
êîëåáàíèÿ, ñäâèã ôàç ìåæäó êîòîðûìè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì
ïî êðàéíåé ìåðå çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ, è íàçûâàþò êîãåðåíò-
íûìè.

Ðàññìîòðåííûå íàìè äâå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû ñ
îäèíàêîâûìè äëèíàìè âîëí âñåãäà êîãåðåíòíû, íî äåëî â
òîì, ÷òî ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí (ñî ñòðîãî îïðåäåëåííîé
äëèíîé âîëíû) â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò – ýòî ÷èñòî ìàòåìà-
òè÷åñêîå ïîíÿòèå. Ðåàëüíûå âîëíû âñåãäà èìåþò ðàçáðîñ
äëèí âîëí â íåêîòîðîì èíòåðâàëå Δλ  îêîëî ñðåäíåé äëèíû
âîëíû 

cp
λ . Êîãäà 

cp
Δλ λ� , ãîâîðÿò î êâàçèìîíîõðîìàòè-

÷åñêèõ (ïî÷òè ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ) âîëíàõ. È ýòî ïðèíöèïè-
àëüíî – îíè âñåãäà «êâàçè-», íî íèêîãäà íå ìîíîõðîìàòè÷åñ-
êèå.

Êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
êóñîê, èëè öóã, ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû, òàêîé öóã âñåãäà
èìååò íà÷àëî è êîíåö. Ïîýòîìó ó âîëí îò äâóõ ðåàëüíûõ
èñòî÷íèêîâ äàæå ñ îäèíàêîâûìè ñðåäíèìè äëèíàìè âîëí
íà÷àëüíûå ôàçû 01ϕ  è 02ϕ  õàîòè÷åñêè èçìåíÿþòñÿ ñî
âðåìåíåì, à íå îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, êàê â ñëó÷àå ìîíîõðî-
ìàòè÷åñêîé âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçíîñòü ôàç Δϕ
ìåæäó âîëíàìè çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ íå îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé, à õàîòè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè. Òàêèå âîëíû íå
êîãåðåíòíû, è îíè íå èíòåðôåðèðóþò.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåçàâèñèìûõ êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêîâ íå
ñóùåñòâóåò, à äëÿ íàáëþäåíèÿ èíòåðôåðåíöèè îáû÷íî èñ-
ïîëüçóþò îïòè÷åñêèå èíòåðôåðåíöèîííûå ñõåìû, â êîòîðûõ
èç îäíîãî ðåàëüíîãî èñòî÷íèêà ïîëó÷àþò äâà êîãåðåíòíûõ
èñòî÷íèêà. Íèæå ìû ðàññìîòðèì òàêèå îïòè÷åñêèå ñõåìû.

Ëþáîé èíòåðôåðåíöèîííûé îïûò âñåãäà ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ýêâèâàëåíòíîé îïòè÷åñêîé ñõåìû, ñîñòîÿùåé èç
äâóõ êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêîâ è ýêðàíà, íà êîòîðîì íàáëþ-
äàåòñÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà. Ýòè äâà êîãåðåíòíûõ
èñòî÷íèêà ìîãóò áûòü èëè îáà ìíèìûå, èëè îäèí äåéñòâè-
òåëüíûé, à äðóãîé ìíèìûé, èëè îáà äåéñòâèòåëüíûå.

Çàäà÷à 1. Äâà òî÷å÷íûõ êîãåðåíòíûõ êâàçèìîíîõðîìà-
òè÷åñêèõ èñòî÷íèêà ñâåòà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè
d, íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè L îò ýêðàíà ( L d� ). Îïðå-
äåëèòå øèðèíó èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ â íàáëþäàåìîé

èíòåðôåðåíöèîííîé
êàðòèíå, åñëè äëèíà
âîëíû ñâåòà ðàâíà λ .

Íàéäåì ðàñïðåäåëå-
íèå èíòåíñèâíîñòè
(îñâåùåííîñòè) ñâåòà
íà ýêðàíå âäîëü îñè
0Y (ðèñ.1). Ðàññìîò-
ðèì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé

ó. Ïóñòü ñèëû ñâåòà íàøèõ èñòî÷íèêîâ ðàâíû, à ðàçíîñòü
îïòè÷åñêèõ ïóòåé ìàëà: 2 1 1r r r- � . Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî àìïëèòóäû ñôåðè÷åñêèõ âîëí â òî÷êå ñ êîîðäè-
íàòîé ó îäèíàêîâû – îáîçíà÷èì ýòó àìïëèòóäó ÷åðåç 0E .
Òîãäà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â íàøåé òî÷êå îò
âåðõíåãî èñòî÷íèêà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

( )1 0 1

2
, cosE r t E t r

π
ω

λ
Ê ˆ

= -Á ˜
Ë ¯

,

ãäå 
2 cπ

ω
λ

= , à íà÷àëüíóþ ôàçó ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ.

Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ïîëó÷àåì äëÿ ïîëÿ îò íèæíåãî
èñòî÷íèêà:

( )2 0 2

2
, cosE r t E t r

π
ω

λ
Ê ˆ

= -Á ˜
Ë ¯

.

Ïðàêòè÷åñêè âñå ïðèåìíèêè ñâåòà (ôîòîýëåìåíòû, íàø
ãëàç) ðåàãèðóþò íà îñâåùåííîñòü I ñâåòà, ò.å. íà êâàäðàò

àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ: 2

0
I E∼ . Íàéäåì îñâåùåí-

íîñòü ñâåòà â íàøåé òî÷êå:

( ),I y t =

2

0 1 0 2

2 2
cos cosE t r E t r

π πω ω
λ λ

Ê ˆÊ ˆ Ê ˆ
- + - =Á ˜ Á ˜Á ˜

Ë ¯ Ë ¯Ë ¯

= 2 2 2 2

0 1 0 2

2 2
cos cosE t r E t r

π π
ω ω

λ λ
Ê ˆ Ê ˆ

- + - +Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

+ 2

0 1 2

2 2
2 cos cosE t r t r

π π
ω ω

λ λ
Ê ˆ Ê ˆ

- - =Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

= 2 2 2 2

0 1 0 2

2 2
cos cosE t r E t r

π π
ω ω

λ λ
Ê ˆ Ê ˆ

- + - +Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

+ ( ) ( )2 2

0 1 2 0 2 1

2 2
cos 2 cosE t r r E r r

π π
ω

λ λ
Ê ˆ Ê ˆ

- + + -Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

.

Îáû÷íûå ïðèåìíèêè ñâåòà íå ðåàãèðóþò íà ÷àñòîòó ñâåòà
( 15

10  cö∼ ), à âîñïðèíèìàþò óñðåäíåííóþ ïî âðåìåíè èí-
òåíñèâíîñòü ñâåòà. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ( )f t  çà èíòåð-
âàë âðåìåíè Ò ðàâíî

( ) ( )
0

1
T

f t f t dt
T

= Ú .

Ïîýòîìó óñðåäíåííàÿ çà ïåðèîä îñâåùåííîñòü áóäåò ðàâíà

( ) ( )2 2

0 0 2 1

2
cosI y E E r r

π
λ

Ê ˆ
= + -Á ˜

Ë ¯

.

Îïòè÷åñêàÿ ðàçíîñòü õîäà ñîñòàâëÿåò (ñì. ðèñ.1)

2 1

y
r r d d y

L
γ α- ª ª ª .

Óãîë α  îáû÷íî íàçûâàþò óãëîì ñõîäèìîñòè èíòåðôåðèðó-
þùèõ ëó÷åé. Îêîí÷àòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè
ñâåòà çàïèøåì â âèäå

( ) 2

0

2
1 cos

y
I y E

πα
λ

Ê ˆÊ ˆ
= + Á ˜Á ˜

Ë ¯Ë ¯
.

Ýòà çàâèñèìîñòü ( )I y  èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 1
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Ðèñ. 2
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Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

Øèðèíîé èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ íàçûâàþò ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ìàêñèìóìàìè (èëè ìèíèìóìà-
ìè). Ìàêñèìàëüíàÿ èíòåíñèâíîñòü ñâåòà áóäåò íàáëþäàòüñÿ
ïðè óñëîâèè, ÷òî

2
2my

m
πα π

λ
= ,   ãäå  m = 0, 1, 2…

Òîãäà øèðèíà ïîëîñ áóäåò ðàâíà

1m m

L
y y

d

λ λδ
α+

= - = = .

Êàê âèäíî, øèðèíà èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ ïðÿìî ïðî-
ïîðöèîíàëüíà äëèíå âîëíû è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà óãëó
ñõîäèìîñòè èíòåðôåðèðóþùèõ ëó÷åé.

Ïåðåéäåì ê ðàçáîðó êîíêðåòíûõ èíòåðôåðåíöèîííûõ ñõåì.
Çàäà÷à 2. Ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê ñâåòà, ïîëó÷åííûé ñ

ïîìîùüþ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ñâåòà S, ðàñïîëîæåííîãî â
ôîêóñå ñîáèðàþùåé ëèíçû, ïàäàåò íà áèïðèçìó ñ ïðåëîìëÿ-
þùèì óãëîì 1β = ∞  (ðèñ.3). Íà êàêîì ðàññòîÿíèè L íóæíî

ðàñïîëîæèòü ýêðàí, ÷òîáû íà íåì ìîæíî áûëî íàáëþäàòü
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ? ×åìó ðàâ-
íî ýòî êîëè÷åñòâî ïîëîñ? Äëèíà âîëíû ñâåòà 0,65 ì*ìλ = ,
ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ìàòåðèàëà ïðèçìû n = 1,5, à
ïîïåðå÷íûé ðàçìåð ïó÷êà d = 1 ñì.

Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïðèçìû ñâåòîâîé ïó÷îê ðàçîáüåòñÿ íà
äâà ïàðàëëåëüíûõ ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïîä óãëàìè
γ  ê ãîðèçîíòàëüíîé îñè (ðèñ.4). Ïðè ìàëîì óãëå β

( )1nγ β= - .

Íà ðèñóíêå 4 õîðîøî âèäíà îáëàñòü ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ

ïó÷êîâ. Èìåííî â ýòîé îáëàñòè è ìîæíî íàáëþäàòü èíòåðôå-
ðåíöèîííóþ êàðòèíó.

Íàéäåì øèðèíó èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ. Èç ðèñóíêà 4
óãîë ñõîäèìîñòè ïó÷êîâ â äàííîé èíòåðôåðåíöèîííîé ñõåìå
ðàâåí

( )2 2 1nα γ β= = - .

Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì äëÿ øèðèíû ïîëîñ, ïîëó-
÷åííûì â çàäà÷å 1, ìîæíî çàïèñàòü

( )2 1n

λ λ
δ

α β
= =

-

.

Êàê âèäíî, øèðèíà ïîëîñ íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ýêðàíà,
íà êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà. Ïî-
ýòîìó ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ áóäåò

â ìåñòå ìàêñèìàëüíîãî ïåðåêðûòèÿ ïó÷êîâ, ò.å. â îáëàñòè
ÀÂ. Èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íàéäåì ñîîò-
âåòñòâóþùåå ðàññòîÿíèå L îò ïðèçìû äî ýêðàíà:

( )

4
28,7 “ì

tg 4 4 1

d d d
L

nγ γ β
= ª = =

-

.

Ðàçìåð èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû íà ýêðàíå, óñòàíîâ-
ëåííîì íà ðàññòîÿíèè L, ïðè óñëîâèè òîíêîé ïðèçìû ðàâåí
d/2. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïîëîñ ðàâíî

( )
max

12
134

d nd
m

β
δ λ

-

= = = .

Ðàçîáðàííûé â äàííîé çàäà÷å èíòåðôåðåíöèîííûé îïûò
ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì òîãî, êîãäà ýêâèâàëåíòíàÿ èíòåðôåðåí-
öèîííàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç äâóõ êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêîâ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìíèìûìè èçîáðàæåíèÿìè íàøåãî ðåàëü-
íîãî èñòî÷íèêà S. Ýòè äâà ìíèìûõ èñòî÷íèêà íàõîäÿòñÿ â
áåñêîíå÷íîñòè, íî óãîë ñõîäèìîñòè (â äàííîì ñëó÷àå ýòî
óãëîâîé ðàçìåð ìåæäó èñòî÷íèêàìè) êîíå÷åí è ðàâåí 2γ .

À òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð îïòè÷åñêîãî îïûòà, â êîòîðîì
ýêâèâàëåíòíàÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ ñõåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ
äâà êîãåðåíòíûõ èñòî÷íèêà, îäèí èç êîòîðûõ äåéñòâèòåëü-
íûé, à äðóãîé ìíèìûé.

Çàäà÷à 3. Â èíòåðôåðåíöèîííîì îïûòå, èçîáðàæåííîì
íà ðèñóíêå 5, èñïîëüçóåòñÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèé òî-
÷å÷íûé èñòî÷íèê ñâåòà S. Íàéäèòå øèðèíó èíòåðôåðåíöè-
îííûõ ïîëîñ íà ýêðàíå Ý, à òàêæå ìàêñèìàëüíûé è ìèíè-

ìàëüíûé ïîðÿäêè íàáëþäàåìûõ ïîëîñ. Ïàðàìåòðû óñòà-
íîâêè: L = 1 ì, D = 10 ñì, d =0,5 ñì, îòðàæàþùåå çåðêàëî
ðàñïîëîæåíî ïîñåðåäèíå ìåæäó èñòî÷íèêîì è ýêðàíîì,
äëèíà âîëíû ñâåòà 5

 5 10 “ìλ -
= ◊ .

Óêàçàíèå: ïðè ìàëûõ õ ( x 1� ) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

( )
N

1 x 1 Nx+ ª + .
Äëÿ äàííîãî îïûòà ýêâèâàëåíòíàÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ

ñõåìà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 6. Äâóìÿ êîãåðåíòíûìè èñòî÷-
íèêàìè ÿâëÿþòñÿ íàø äåéñòâèòåëüíûé èñòî÷íèê ñâåòà S è åãî
ìíèìîå èçîáðàæåíèå S¢  â ïëîñêîì çåðêàëå. Îáëàñòü âçàèì-

íîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñôåðè÷åñêèõ âîëí îò ýòèõ èñòî÷íèêîâ
çàøòðèõîâàíà. Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò çåðêàëà äî îñè SO
ìàëî ( d L� ), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óãîë ñõîäèìîñòè èíòåð-
ôåðèðóþùèõ ëó÷åé ðàâåí

2d

L
α = ,

à øèðèíà èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ ðàâíà

3
5 10  “ì

2

L

d

λ λ
δ

α
-

= = = ◊ .

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4



Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 6, òî÷êà O¢  ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìó
ïîðÿäêó èíòåðôåðåíöèè (ðàçíîñòü õîäà ïðèõîäÿùèõ â ýòó
òî÷êó âîëíû ðàâíà íóëþ), íî â íàøåé ñõåìå â ýòîì ìåñòå
ýêðàíà èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû íåò, îíà íà÷èíàåòñÿ
íèæå – â òî÷êå À, à çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå Â. Î÷åâèäíî, ÷òî
â òî÷êå À ìû áóäåì èìåòü ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê èíòåðôå-
ðåíöèè, à â òî÷êå Â – ìàêñèìàëüíûé. Íàéäåì ýòè ïîðÿäêè.

Îïòè÷åñêèé ïóòü S A¢  ðàâåí ïðèáëèçèòåëüíî

( )

2

2

2
1

d
S A L

L D

Ê ˆ

ª +¢ Á ˜

+Ë ¯

,

à îïòè÷åñêèé ïóòü SA ñîñòàâëÿåò

( )

2 2

2 2

2
1

d D
SA L

L D L

Ê ˆ

ª +Á ˜

+Ë ¯

.

Ïîëó÷èòü ýòè âûðàæåíèÿ èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé ìû ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.

Èíòåðôåðåíöèîííûé ïîðÿäîê äëÿ òî÷êè À íàõîäèòñÿ èç
óñëîâèÿ

AS A SA m λ- =¢ .

Îòñþäà

( )

( )

2
2

80A

d L D
m

L L Dλ
-

ª ª

+

.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè Â îïòè÷åñêèé ïóòü S B¢  ðàâåí
ïðèáëèçèòåëüíî

( )

2

2

2
1

d
S B L

L D

Ê ˆ

ª +¢ Á ˜

-Ë ¯

,

à îïòè÷åñêèé ïóòü SB ñîñòàâëÿåò

( )

2 2

2 2

2
1

d D
SB L

L D L

Ê ˆ

ª +Á ˜

-Ë ¯

.

Òîãäà èíòåðôåðåíöèîííûé ïîðÿäîê äëÿ òî÷êè Â áóäåò

( )

( )

2
2

122B

d L D
m

L L Dλ
+

ª ª

-

.

Çàäà÷à 4. Íà ïëîñêîïàðàëëåëüíóþ ïðîçðà÷íóþ ïëàñòèíêó
òîëùèíîé d ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ ìàòåðèàëà n ïîä
óãëîì α  ïàäàåò ïàðàëëåëüíûé ïó÷îê êâàçèìîíîõðîìàòè-

÷åñêîãî ñâåòà ñ äëèíîé
âîëíû λ  (ðèñ.7). Îï-
ðåäåëèòå îïòè÷åñêóþ
ðàçíîñòü õîäà Δ  ìåæ-
äó äâóìÿ êîãåðåíòíû-
ìè âîëíàìè, îòðàæåí-
íûìè îò âåðõíåé è íèæ-
íåé ïîâåðõíîñòåé ïëà-
ñòèíêè.

Êîãäà ìû ãîâîðèì î
ïàðàëëåëüíîì ïó÷êå
ñâåòà, òî ïîäðàçóìåâà-

åì ïëîñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó, ó êîòîðîé ïîâåðõíîñòü
ïîñòîÿííîé ôàçû, ò.å. âîëíîâîé ôðîíò, ýòî ïëîñêîñòü, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâîãî
ïó÷êà. Âîëíîâîé ôðîíò â ïàäàþùåé âîëíå íà ðèñóíêå 8
îáîçíà÷åí ïðÿìîé ÀÂ, êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ýòîìó ôðîíòó.
×àñòü ïó÷êà (âîëíû) îòðàæàåòñÿ îò ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè
ïëàñòèíêè – âîëíîâîé ôðîíò ýòîé âîëíû A B¢ ¢ . Äðóãàÿ ÷àñòü
ïó÷êà ïðåëîìëÿåòñÿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ïëàñòèíêå, à çàòåì
÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ îò åå çàäíåé ïîâåðõíîñòè. Ýòà îòðàæåí-
íàÿ âîëíà âîçâðàùàåòñÿ ê ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè,
ïðåëîìëÿåòñÿ è âûõîäèò â òîì æå íàïðàâëåíèè, ÷òî è âîëíà,
îòðàæåííàÿ îò ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè. Âîëíîâîé ôðîíò âîë-

íû, îòðàæåííîé îò çàäíåé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíêè, îáîçíà-
÷èì A B¢¢ ¢¢ . Â òî÷êå A¢  îáå îòðàæåííûå âîëíû íàõîäÿòñÿ â
ôàçå, â ýòîé òî÷êå ïàäàþùàÿ âîëíà ðàçäâàèâàåòñÿ íà äâå
âîëíû. Åñëè ìû ðàñïîëîæèì ýêðàí âäîëü ïðÿìîé A B¢¢ ¢¢ , òî
âîëíà, îòðàæåííàÿ îò ïåðåäíåé ïîâåðõíîñòè, ïðîéäåò äî
ýêðàíà îïòè÷åñêèé ïóòü A D¢ , à îòðàæåííàÿ îò çàäíåé
ïîâåðõíîñòè – îïòè÷åñêèé ïóòü A CA¢ ¢¢ . Âû÷èñëèì ýòè ïóòè.

Èç òðåóãîëüíèêà A CA¢ ¢¢  íàéäåì

cos

d
A C CA

β
= =¢ ¢¢ ,  2 tgA A d β=¢ ¢¢ ,

îòêóäà ïîëó÷èì îïòè÷åñêèé ïóòü A CA¢ ¢¢ :

2

cos

dn
A CA

β
=¢ ¢¢ .

Òåïåðü èç òðåóãîëüíèêà A DA¢ ¢¢  íàéäåì îïòè÷åñêèé ïóòü
A D¢ :

sin 2 tg sinA D A A dα β α= =¢ ¢ ¢¢ .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè ïàäåíèÿ è ïðåëîìëå-
íèÿ:

sin sinnα β= ,

ìîæíî çàïèñàòü
2

2 2

2

sin

dn
A CA

n α
=¢ ¢¢

-

,  è 
2

2 2

2 sin

sin

d
A D

n

α

α
=¢

-

.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü õîäà ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè âîëíàìè, îòðàæåííûìè îò ïåðåäíåé è çàäíåé ïîâåðõ-
íîñòåé ïëàñòèíêè, ðàâíà

2 2
2 sinA CA A D d n α- = -¢ ¢¢ ¢ .

Ê ïîëó÷åííîé ðàçíîñòè õîäà íåîáõîäèìî äîáàâèòü ïîïðàâ-
êó, êîòîðàÿ âûçâàíà ðàçëè÷èåì â óñëîâèÿõ îòðàæåíèÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíîé âîëíû íà ãðàíèöàõ âîçäóõ – âåùåñòâî (âåðõ-
íÿÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíêè) è âåùåñòâî – âîçäóõ (íèæíÿÿ
ãðàíèöà). Íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, óêàæåì, ÷òî ýòà
äîïîëíèòåëüíàÿ ðàçíîñòü õîäà ðàâíà 2λ . Ïîýòîìó îêîí÷à-
òåëüíî

2 2
2 sin

2
d n

λ
Δ α= - + .

Çàäà÷à 5. Â èíòåðôåðåíöèîííîé ñõåìå ïàðàëëåëüíûé
ïó÷îê êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà ñ äëèíîé âîëíû

5000 Aλ
�

=  ïàäàåò ïîä óãëîì 60α = ∞  íà ñèñòåìó èç äâóõ

ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ ïîëóïðîçðà÷íûõ çåðêàë 1 è 2 (ðèñ.9).
×àñòü ñâåòîâîãî ïó÷êà îòðàæàåòñÿ îò çåðêàëà 1, îñòàâ-
øàÿñÿ ÷àñòü, ïðîéäÿ çåðêàëî 1, ÷àñòè÷íî îòðàæàåòñÿ îò
çåðêàëà 2 è, ñíîâà ïðîéäÿ çåðêàëî 1, âìåñòå ñ ïó÷êîì,
îòðàæåííûì îò çåðêàëà 1, ñ ïîìîùüþ ñîáèðàþùåé ëèíçû
Ë ôîêóñèðóåòñÿ íà ïðèåìíèê Ï, ñèãíàë êîòîðîãî ïðîïîð-
öèîíàëåí èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåãî íà íåãî ñâåòà. Êàêî-
âà áóäåò ÷àñòîòà ïåðåìåííîãî ñèãíàëà, ðåãèñòðèðóåìîãî

Ðèñ. 7

Ðèñ. 8
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ïðèåìíèêîì, â ñëó÷àå
ðàâíîìåðíîãî äâèæå-
íèÿ âòîðîãî çåðêàëà
(îòíîñèòåëüíî ïåðâî-
ãî) ñî ñêîðîñòüþ v =
= 0,01 ñì/ñ?

Âîñïîëüçóåìñÿ ðå-
çóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì
ïðè ðåøåíèè ïðåäûäó-
ùåé çàäà÷è. Ïóñòü â íå-
êîòîðûé ïðîèçâîëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó çåðêàëàìè
ðàâíî õ, òîãäà ðàçíîñòü

õîäà Δ  ìåæäó ïó÷êàìè ñâåòà, îòðàæåííûìè îò çåðêàë,
ñîñòàâëÿåò

2
2 1 sin 2 cosx xΔ α α= - = .

Â äàííîì ñëó÷àå ïîïðàâêè íà 2λ  íåò, ïîñêîëüêó îòðàæåíèÿ
îò îáîèõ çåðêàë îäèíàêîâûå.

Ñäåëàåì íåáîëüøîå ïîÿñíåíèå ïî ïîâîäó äåéñòâèÿ ëèíçû.
Â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû îò êàæäîãî ïàðàëëåëüíîãî
ïó÷êà ïîëó÷àåòñÿ ñâåòîâîå ïÿòíûøêî, ïîÿâëåíèå êîòîðîãî
îáóñëîâëåíî äèôðàêöèåé ñâåòîâûõ ïó÷êîâ íà ëèíçå. Ðàçìåð
ýòîãî ïÿòíà ïðîïîðöèîíàëåí äëèíå âîëíû ñâåòà λ  è îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëåí ïîïåðå÷íîìó ðàçìåðó ïó÷êà. Íî ñàìîå ãëàâ-
íîå ñâîéñòâî ëèíçû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ñîõðàíÿåò ðàçíîñòü
õîäà ìåæäó íàøèìè äâóìÿ ïó÷êàìè ñâåòà, êîòîðûå ñîáèðà-
þòñÿ â åå ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññòîÿíèå ìåæäó

çåðêàëàìè ðàâíî 1x , ïðè ýòîì ðàçíîñòü õîäà ( )1
xΔ  êðàòíà

öåëîìó ÷èñëó äëèí âîëí, íàïðèìåð ñ êîýôôèöèåíòîì m:

12 cosx mα λ= .

Â ýòîì ñëó÷àå íà ïðèåìíèêå áóäåò ìàêñèìàëüíàÿ îñâåùåí-
íîñòü ñâåòà. Åñëè ÷åðåç ìèíèìàëüíîå âðåìÿ Ò îñâåùåííîñòü
ñâåòà íà ïðèåìíèêå ñíîâà áóäåò ìàêñèìàëüíîé, òî ìîæíî
çàïèñàòü

( ) ( )1
2 cos 1x vT mα λ+ = + .

Âû÷èòàÿ èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïðåäïîñëåäíåå, ïîëó÷èì

2 cosvT α λ= .

Îòñþäà íàéäåì ÷àñòîòó ïåðåìåííîãî ñèãíàëà, ðåãèñòðèðóå-
ìîãî ïðèåìíèêîì:

1 2 cos
200 cö

v
f

T

α
λ

= = = .

Â ðàçîáðàííîì îïûòå ìû íå íàáëþäàåì èíòåðôåðåíöèîí-
íóþ êàðòèíó êàê òàêîâóþ: ïîâåðõíîñòü ïðèåìíèêà èìååò
ðàâíîìåðíóþ îñâåùåííîñòü, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó çåðêàëàìè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ó íàñ çàäàí ïó÷îê
ñâåòà òîëüêî ñ îäíèì ôèêñèðîâàííûì óãëîì ïàäåíèÿ. Ïðè
íàëè÷èè ñâåòîâûõ ïó÷êîâ ñ äðóãèìè óãëàìè ïàäåíèÿ â
ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè ëèíçû íàáëþäàëàñü áû òèïè÷íàÿ èí-
òåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà â âèäå ïîëîñ. Òàêèå èíòåðôåðåí-
öèîííûå ïîëîñû íàçûâàþò ïîëîñàìè ðàâíîãî íàêëîíà. Ïðè
èçìåíåíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çåðêàëàìè áóäåò ïðîèñõî-
äèòü ñìåùåíèå âñåé èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû âäîëü
ýêðàíà.

Çàäà÷à 6. Èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû, âîçíèêàþùèå íà
ïîâåðõíîñòè òîíêîãî ñòåêëÿííîãî êëèíà ñ ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ n = 1,5 ïðè îñâåùåíèè ðàññåÿííûì êâàçè-

ìîíîõðîìàòè÷åñêèì ñâåòîì ñ äëèíîé âîëíû 5000 Aλ
�

= ,

ïðîåöèðóþòñÿ ñîáèðàþùåé ëèíçîé íà ýêðàí  (ðèñ.10).
Ãëàâíàÿ îïòè÷åñêàÿ îñü ëèíçû ïåðïåíäèêóëÿðíà ïîâåðõ-

íîñòè êëèíà, ðàññòîÿ-
íèå îò ëèíçû äî êëèíà
à = 10 ñì, à îò ëèíçû
äî ýêðàíà b = 100 ñì.
Øèðèíà èíòåðôåðåíöè-
îííûõ ïîëîñ, íàáëþäàå-
ìûõ íà ýêðàíå,

2 ììδ = . Îïðåäåëèòå
óãîë êëèíà ϕ .

Íà ïîâåðõíîñòü êëèíà
ïàäàåò ðàññåÿííûé ñâåò,
ò.å. óãîë ïàäåíèÿ èçìå-
íÿåòñÿ â èíòåðâàëå
0 2α π£ £ , íî â èíòåð-
ôåðåíöèè áóäóò ó÷àñòâî-
âàòü òîëüêî òå ëó÷è ñâå-
òà, óãîë ïàäåíèÿ êîòîðûõ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 0 α ϕ£ £ .
Åñëè ìû ïîñìîòðèì íà âûðàæåíèå äëÿ ðàçíîñòè õîäà Δ ,
ïîëó÷åííîå â çàäà÷å 4, òî óâèäèì, ÷òî ðàçíîñòü õîäà çàâèñèò
êàê îò òîëùèíû ñëîÿ d, òàê è îò óãëà ïàäåíèÿ α . Äàííàÿ
èíòåðôåðåíöèîííàÿ ñõåìà îñíîâàíà íà çàâèñèìîñòè Δ  îò d,
à íåèçáåæíîå íàëè÷èå ðàçáðîñà óãëà ïàäåíèÿ ïðèâîäèò ê
ðàçìûòèþ èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ. Ïîýòîìó â íàøåé
ñõåìå äëÿ íàáëþäåíèÿ ÷åòêîé èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû
æåëàòåëüíî çàäèàôðàãìèðîâàòü ëèíçó è óìåíüøèòü ðàçáðîñ
óãëà ïàäåíèÿ äî ðàçóìíîãî ïðåäåëà. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî è óãîë ïàäåíèÿ 0α ª .

Íàéäåì ñíà÷àëà øèðèíó èíòåðôåðåíöèîííûõ ïîëîñ íà
ïîâåðõíîñòè êëèíà. Ïóñòü òîëùèíà êëèíà 1d  ñîîòâåòñòâóåò
ñâåòëîé ïîëîñå m-ãî ïîðÿäêà, òîãäà

1
2

2
d n m

λ
λ+ = ,

ãäå m – öåëîå ÷èñëî. À ñâåòëîé ïîëîñå ( )1m + -ãî ïîðÿäêà
ïóñòü ñîîòâåòñòâóåò òîëùèíà êëèíà 2d :

( )2
2 1

2
d n m

λ
λ+ = + .

Âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî îäíî ðàâåíñòâî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì

( )2 12 d d n λ- = .

Òåïåðü èç òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ (ðèñ.11) íàéäåì øèðèíó
ïîëîñ 

*ë
δ  íà ïîâåðõíî-

ñòè êëèíà:

2 1 2 1

*ë

sin

d d d d
δ

ϕ ϕ
- -

= ª .

Íî øèðèíà ïîëîñ íà
ýêðàíå δ  ñâÿçàíà ñ øèðèíîé ïîëîñ íà êëèíå 

*ë
δ  ÷åðåç

óâåëè÷åíèå ëèíçû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì:

*ë

b

a
δ δ= .

Òîãäà

2 1

*ë

2

a d d

b n

λ
δ δ

ϕ ϕ
-

= ª ª .

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìûé óãîë êëèíà:

3
0,83 10  !=ä

2

b

an

λ
ϕ

δ
-

ª = ◊ .

Çàäà÷à 7. Ñâåò ñ äëèíîé âîëíû λ  îò äâóõ òî÷å÷íûõ
íåêîãåðåíòíûõ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ 1S  è

2S  ïàäàåò íà íåïðîçðà÷íûé ýêðàí 1}  ñ äâóìÿ îòâåðñòèÿ-
ìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè d (ðèñ.12). Èíòåðôåðåí-
öèÿ ñâåòà, ïðîøåäøåãî ÷åðåç îòâåðñòèÿ, íàáëþäàåòñÿ íà
ýêðàíå 2}  âáëèçè òî÷êè 0, ëåæàùåé íà îñè ñèñòåìû.

Ðèñ. 9

Ðèñ. 10

Ðèñ. 11



Èñòî÷íèêè è òî÷êà íàáëþäåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà îäíîì è òîì
æå ðàññòîÿíèè L îò ýêðàíà 1} . Ïðè ñèììåòðè÷íîì óäàëå-
íèè èñòî÷íèêîâ îò îñè èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà ïåðèî-
äè÷åñêè âîçíèêàåò è èñ÷åçàåò. Îïðåäåëèòå ðàññòîÿíèÿ

Nb , ïðè êîòîðûõ èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà èñ÷åçàåò
(ýêðàí 2}  ðàâíîìåðíî îñâåùåí).

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè ñâåòà íà ýêðàíå 2}

â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ b ìåæäó èñòî÷íèêàìè. Çàïèøåì
èíòåíñèâíîñòü ñâåòà îò êàæäîãî èñòî÷íèêà â òî÷êå ñ êîîðäè-
íàòîé ó. Ðàññìîòðèì èñòî÷íèê 1S . Îïòè÷åñêàÿ ðàçíîñòü õîäà
ìåæäó ëó÷àìè 1S 2y  è 1S 1y  ðàâíà

1
2

db dy

L L
Δ = + .

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåøåíèåì çàäà÷è 1, íàéäåì îñâåùåííîñòü
íà ýêðàíå 2}  â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé ó:

( ) 2

1 0

2
, 1 cos

2

db dy
I b y E

L L

π
λ

Ê ˆÊ ˆÊ ˆ
= + +Á ˜Á ˜Á ˜

Ë ¯Ë ¯Ë ¯

,

ãäå 0E  – àìïëèòóäû èíòåðôåðèðóþùèõ âîëí. Àíàëîãè÷íî,
äëÿ èñòî÷íèêà 2S  îïòè÷åñêàÿ ðàçíîñòü õîäà ìåæäó ëó÷àìè

2S 2y  è 2S 1y  ðàâíà

2
2

dy db

L L
Δ = - ,

è èíòåíñèâíîñòü ñâåòà îò èñòî÷íèêà 2S  ñîñòàâëÿåò

( ) 2

2 0

2
, 1 cos

2

dy db
I b y E

L L

π
λ

Ê ˆÊ ˆÊ ˆ
= + -Á ˜Á ˜Á ˜

Ë ¯Ë ¯Ë ¯

.

Ïîñêîëüêó èñòî÷íèêè 1S  è 2S  íåêîãåðåíòíû, ðåçóëüòèðóþ-
ùàÿ èíòåíñèâíîñòü áóäåò ðàâíà ñóììå èíòåíñèâíîñòåé îò
êàæäîãî èñòî÷íèêà:

( ) ( ) ( )1 2
, , ,I b y I b y I b y= + =

2 2

0 0

2 2
2 cos cos

2 2

dy db dy db
E E

L L L L

π π
λ λ

Ê ˆÊ ˆ Ê ˆÊ ˆ Ê ˆ
= + + + - =Á ˜ Á ˜Á ˜ Á ˜Á ˜
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= 2

0

2
2 1 cos cos

db dy
E

L L

π π
λ λ

Ê ˆ
+Á ˜

Ë ¯
.

Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, àìïëèòóäà À ïåðå-
ìåííîé ñîñòàâëÿþùåé â ðàñïðåäåëåíèè îñâåùåííîñòè íà
ýêðàíå 2}  çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ b ìåæäó èñòî÷íèêàìè ïî
çàêîíó

( ) cos
db

A b
L

π
λ

= .

Èíòåðôåðåíöèîííàÿ êàðòèíà èñ÷åçàåò, êîãäà àìïëèòóäà ( )A b

ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ:

cos 0
db

L

π
λ

= .

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññòîÿíèÿ Nb  ìåæäó èñòî÷íèêàìè îïðå-
äåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

2

Ndb
N

L

π π
π

λ
= + ,   ãäå N = 0, 1, 2, …,

îòêóäà
( )2 1

2
N

N L
b

d

λ+

= .

Óïðàæíåíèÿ

1. Òî÷å÷íûé êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèé èñòî÷íèê ñâåòà S ñ
äëèíîé âîëíû 5000 Aλ =

�

 ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè à = 60 ñì
îò ëèíçû ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì F = 20 ñì. Ëèíçà ðàçðåçàíà
ïî äèàìåòðó, è åå ïîëîâèíêè ðàçäâèíóòû íà ðàññòîÿíèå l =
= 2 ìì (ðèñ.13). ×åìó áóäåò ðàâíà øèðèíà èíòåðôåðåíöèîííûõ

ïîëîñ, íàáëþäàåìûõ íà ýêðàíå, óñòàíîâëåííîì íà ðàññòîÿíèè
L = 3,3 ì îò ëèíçû? Çàçîð ìåæäó ïîëîâèíêàìè ëèíçû ïåðåêðûò
ýêðàíîì K.

2. Âûðàçèòå ðàññòîÿíèå õ îò öåíòðà èíòåðôåðåíöèîííîé
êàðòèíû äî m-é ñâåòëîé ïîëîñû â îïûòå ñ áèïðèçìîé (ðèñ.14).
Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ìàòåðèàëà ïðèçìû n, ïðåëîìëÿþùèé

óãîë α , äëèíà âîëíû ñâåòà λ . Ðàññòîÿíèå îò òî÷å÷íîãî èñòî÷-
íèêà S äî ïðèçìû à, îò ïðèçìû äî ýêðàíà b. Ïðåëîìëÿþùèé óãîë
α  ìàë.

3. Ñ ïîìîùüþ çðèòåëüíîé òðóáû, óñòàíîâëåííîé íà áåñêîíå÷-
íîñòü, íàáëþäàþò èíòåðôåðåíöèîííûå ïîëîñû ðàâíîãî íàêëîíà
â òîíêîé ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêå òîëùèíîé
h = 0,2 ìì ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n = 1,41 ïðè óãëå
íàáëþäåíèÿ 60α = ∞  (ðèñ.15). Íàéäèòå ïîðÿäîê m öåíòðàëüíîé

èíòåðôåðåíöèîííîé ïîëîñû (ïî öåíòðó ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè
îêóëÿðà). Äëèíà âîëíû ñâåòà 560 …ìλ = .

Ðèñ. 12
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ÄÈÍ ÈÇ ÄÐÅÂÍÅÉØÈÕ ÊÀËÅÍÄÀÐÅÉ ÏÎßÂÈËÑß

íà òåððèòîðèè Åãèïòà çà íåñêîëüêî òûñÿ÷åëåòèé
äî íàøåé ýðû. Ïðîâîçâåñòíèêîì Íîâîãî ãîäà ñ÷èòàëàñü
çâåçäà Ñîòèñ (Ñèðèóñ), âîñõîä êîòîðîé â ëó÷àõ óòðåí-
íåãî ñîëíöà îáåùàë ñêîðûé è î÷åíü æåëàííûé ðàçëèâ
Íèëà. Áûòóåò ìíåíèå, ÷òî ïåðâûé ãîäè÷íûé êàëåíäàðü
â 365 äíåé ââåäåí â 4241 ãîäó äî í.ý. â îáëàñòè
ïîçäíåéøåãî Ìåìôèñà. Íå âñå èñòîðèêè ñîãëàñíû ñ
âûøåóêàçàííîé äàòîé, íî íèêòî íå ñïîðèò, ÷òî ïðèìåð-
íî çà äâå òûñÿ÷è ëåò äî í.ý. 365-äíåâíûé êàëåíäàðü
óæå áûë â îáèõîäå, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò, íàïðèìåð,
íàäïèñè íà êðûøêàõ ñàðêîôàãîâ Ñðåäíåãî Öàðñòâà
(2100–1400 äî í.ý.).

Ó÷ðåäèòåëè ïåðâîãî êàëåíäàðÿ ïðåáûâàëè â óáåæäå-
íèè – è â ýòîì êðîåòñÿ îäíî èç ïðîÿâëåíèé çàãàäî÷íîé
ìàãèè öåëûõ ÷èñåë – ÷òî âèäèìîå ïåðåìåùåíèå çâåçäû
Ñîòèñ ïî íåáîñâîäó èçìåðÿåòñÿ öåëûì êîëè÷åñòâîì
ñóòîê. Âñêîðå íàáëþäàâøèå çà íåáîì æðåöû óáåäèëèñü
â îøèáî÷íîñòè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ÷òî íåòðóäíî
áûëî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó íîâîãîäíÿÿ äàòà «ïîïëûëà»
ïî ïðèðîäíûì ñåçîíàì. Îäíàêî ôîðìóëà «1 ãîä = 365
ñóòîê» îêàçàëàñü ñòîëü ïðèâëåêàòåëüíîé, ÷òî î÷àðî-
âàííûå çàêîíîäàòåëè êàëåíäàðÿ íå ñòàëè ìåíÿòü åå íà
áîëåå òî÷íóþ îòêðûâøóþñÿ èì çàâèñèìîñòü «1 ãîä =

= 365
1

4
 ñóòîê».

 Íàõîä÷èâûå æðåöû ïåðèîä ìåæäó äâóìÿ ñîâïàäåíè-
ÿìè íà÷àëà êàëåíäàðíîãî ãîäà ñ óòðåííèì âîñõîäîì
Ñîòèñ íàçâàëè «ãîäîì Áûòèÿ», èëè «Áîæåñòâåííûì
ãîäîì». Â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå åãî èìåíóþò ãîäîì
Ñîòèñ. Ïîñêîëüêó îäíè «ëèøíèå» ñóòêè íàáåãàþò çà 4
îáû÷íûõ êàëåíäàðíûõ ãîäà, òî ãîä Ñîòèñ èìååò ïåðèîä
4 365 1460¥ =  ëåò. Ïîëüçóÿñü ýòèì ïåðèîäîì è èñõîäÿ
èç ñîâïàäåíèÿ óòðåííåãî âîñõîäà Ñîòèñ ñ íà÷àëîì
åãèïåòñêîãî êàëåíäàðíîãî ãîäà â 139 ãîäó, ãðå÷åñêèé
ìàòåìàòèê è àñòðîíîì Òåîí Àëåêñàíäðèéñêèé (âòîðàÿ
ïîëîâèíà IV â.) âû÷èñëèë, ÷òî òàêèå ñîâïàäåíèÿ ïðî-
èñõîäèëè â 1321, 2781, 4241 ãîäàõ äî íàøåé ýðû. Ïî
ïîâîäó ïîñëåäíåé äàòû èçâåñòíûé ìàòåìàòèê Âàí-äåð-
Âàðäåí îòìåòèë: «Â öåëîì ýòîò ðàñ÷åò èìååò ìàëîå
îòíîøåíèå ê äðåâíååãèïåòñêîé õðîíîëîãèè. Òåîíó áûëî
èçâåñòíî òàê æå ìàëî, êàê è íàì, î òîì, óïîòðåáëÿëñÿ
ëè óæå åãèïåòñêèé êàëåíäàðü â ãîäó –4241 è íàáëþäàë-
ñÿ ëè â ýòîì ãîäó âîñõîä Ñèðèóñà 1-ãî ÷èñëà ìåñÿöà
òîòà». Ìåñÿö òîò – àíàëîã íàøåãî ÿíâàðÿ, ïåðâûé
ìåñÿö äðåâíååãèïåòñêîãî êàëåíäàðÿ. Òîò – âåñüìà ïî-
÷èòàåìûé â Äðåâíåì Åãèïòå áîã ìóäðîñòè, ñ÷åòà è
ïèñüìà.

Âñòóïàÿ íà ïðåñòîë, åãèïåòñêèå ôàðàîíû êëÿëèñü íå
èçìåíÿòü äëèíó áëóæäàþùåãî ïî ïðèðîäíûì ñåçîíàì
ãîäà. Îäíàêî ïîïûòêè ñëåãêà îòêîððåêòèðîâàòü êàëåí-
äàðü âñå æå áûëè. Â êîíöå 18 âåêà äî í.ý. ñåâåðíóþ

÷àñòü äåëüòû Íèëà ïîêîðèëè àçèàòñêèå êî÷åâûå ïëåìå-
íà ãèêñîñîâ, öàðè êîòîðûõ ñîñòàâèëè XV äèíàñòèþ
Åãèïòà. Ïðåäâîäèòåëü çàâîåâàòåëåé öàðü Ñàëèòèñ ðàñ-
ïîðÿäèëñÿ ââåñòè ñèñòåìó âèñîêîñîâ: ê êàæäîìó ÷åò-
âåðòîìó ãîäó äëèòåëüíîñòüþ 365 äíåé äîáàâëÿòü åùå
îäèí 366-é äåíü. Ñïóñòÿ ñòîëåòèå ãèêñîñû áûëè èçãíà-
íû èç Åãèïòà, è ãðàæäàíñêèé êàëåíäàðü âåðíóëñÿ ê
ñâîèì èñòîêàì.

Àíàëîãè÷íóþ ðåôîðìó êàëåíäàðÿ ïðåäïðèíÿë óæå â
238 ãîäó äî í.ý. öàðü Ïòîëåìåé III Ýâåðãåò – ïðåäñòà-
âèòåëü äèíàñòèè, âîöàðèâøåéñÿ â Åãèïòå ïîñëå çàâîå-
âàíèÿ åãî Àëåêñàíäðîì Ìàêåäîíñêèì. Íî ðåôîðìà
Ýâåðãåòà òàêæå ïðîäåðæàëàñü íåäîëãî – êàê òîëüêî îí
ïî÷èë, âñå âåðíóëîñü «íà êðóãè ñâîÿ». Â ýòîì óáåæäàåò
êðàñíîðå÷èâûé èåðîãëèôè÷åñêèé òåêñò âðåìåí Ïòîëå-
ìåÿ IV Ôèëîïàòîðà: «Õâàëà òåáå, Èñèäà-Ñîòèñ... õî-
çÿéêà 14 ñòîëåòèé è 60 ëåò, êîòîðàÿ ïðåáûâàåò â ñâîåì
ñâÿùåííîì ìåñòå óæå 730 ëåò è 3 ìåñÿöà, 3 äíÿ è 3
÷àñà…»

Ëèøü â êîíöå 1 âåêà äî í.ý. ïîñëå çàâîåâàíèÿ Åãèïòà
ðèìëÿíàìè äðåâíèé åãèïåòñêèé êàëåíäàðü îòñòóïèë íà
çàäâîðêè èñòîðèè. Èìåííî îòñòóïèë, ïîñêîëüêó îí äî
ñèõ ïîð èñïîëüçóåòñÿ ýôèîïàìè è êîïòàìè – ïîòîìêà-
ìè åãèïòÿí.

Þëèàíñêèé êàëåíäàðü, íàçâàííûé â ÷åñòü ðèìñêîãî
ïîëêîâîäöà è ãîñóäàðñòâåííîãî äåÿòåëÿ Þëèÿ Öåçàðÿ
(100–44 äî í.ý.), îêîí÷àòåëüíî óçàêîíèë ñèñòåìó âèñî-
êîñîâ. Ââåäåí ýòîò êàëåíäàðü 1 ÿíâàðÿ 45 ãîäà äî í.ý.
Â ïðàâëåíèå ðèìñêîãî èìïåðàòîðà Îêòàâèàíà Àâãóñòà
(27 äî í.ý. – 14 í.ý.) þëèàíñêèé êàëåíäàðü ïðèîáðåë
ñòðîåíèå, ñîõðàíèâøååñÿ äî íàøåãî âðåìåíè (èì äî ñèõ
ïîð ïîëüçóåòñÿ ïðàâîñëàâíàÿ öåðêîâü, íàçûâàÿ åãî
«ñòàðûì ñòèëåì»). Ñëåäóåò, îäíàêî, èìåòü â âèäó, ÷òî
òî÷êà íóëåâîãî îòñ÷åòà êàëåíäàðÿ «íàøà ýðà», èëè
«ðîæäåñòâî Õðèñòîâî», ïîÿâèëàñü ãîðàçäî ïîçæå – îíà
áûëà ïðåäëîæåíà â 532 ãîäó ðèìñêèì ìîíàõîì Äèîíè-
ñèåì, à ïîâñåìåñòíî ñòàëà ïðèìåíÿòüñÿ ëèøü ñ XVI
âåêà.

Íåñìîòðÿ íà áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü þëèàíñêîãî
êàëåíäàðÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ äðåâíååãèïåòñêèì, â íåì
òàêæå íàêàïëèâàåòñÿ ïîãðåøíîñòü – ïî÷òè òðîå ëèø-
íèõ ñóòîê çà 400 ëåò. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîé ïîãðåøíîñòè
â 1582 ãîäó áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîñëåäíÿÿ ðåôîðìà
êàëåíäàðÿ. Ðèìñêèé ïàïà Ãðèãîðèé XIII èçäàë ñïåöè-
àëüíóþ áóëëó, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé âåêîâûå ãîäû
ñ íå äåëÿùèìñÿ íà 4 ÷èñëàìè ñîòåí â íîìåðàõ (1700,
1800, 1900, 2100 è ò.ä.) âèñîêîñíûìè íå ñ÷èòàþòñÿ, à
âñå îñòàëüíûå ãîäû ñ êðàòíûìè 4 íîìåðàìè ÿâëÿþòñÿ
âèñîêîñíûìè. Â ÷åñòü ïàïû êàëåíäàðü ïîëó÷èë íàçâà-
íèå ãðèãîðèàíñêîãî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îí ïðèíÿò â
áîëüøèíñòâå ñòðàí (â ÷àñòíîñòè, â Ðîññèè – ñ 24 ÿíâàðÿ
1918 ãîäà).

Êàëåíäàðü



�����     Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì àñòðîíîìè÷åñêèì äàííûì,
ïðîäîëæèòåëüíîñòü ãîäà ñîñòàâëÿåò
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ñðåäíèõ àñòðîíîìè÷åñêèõ ñóòîê. Ðàçëè÷íîé òî÷íîñòè
ïðèáëèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ, åñëè âìåñòî ýòîé öåïíîé
äðîáè ðàññìàòðèâàòü åå ñîñòàâíûå ÷àñòè.

Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå: îòáðàñûâàÿ âñþ äðîáíóþ ÷àñòü,
ïîëó÷àåì 365 – äëèòåëüíîñòü ãîäà â ñóòêàõ â äðåâíååãè-
ïåòñêîì êàëåíäàðå.

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå: 
1

365
4

 – äëèòåëüíîñòü ãîäà â

þëèàíñêîì êàëåíäàðå.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå: 
1 7

365 365
1 29

4
7

+ =
+

.

Òðåòüå ïðèáëèæåíèå: 
1 8

365 365
1 33

4
1

7
1

+ =
+

+

 –

äëèòåëüíîñòü ãîäà â êàëåíäàðå, ïðåäëîæåííîì èçâåñò-
íûì ïîýòîì è ìàòåìàòèêîì Îìàðîì Õàéÿìîì (1048–
1131). Â êàæäîì ïåðèîäå èç 33 ëåò òàêîãî êàëåíäàðÿ 8
ëåò – âèñîêîñíûå. Ïîãðåøíîñòü â îäíè ñóòêè íàêàïëè-
âàåòñÿ ïðèìåðíî çà 4437 ëåò. Äëÿ ñðàâíåíèÿ: â íûíå
äåéñòâóþùåì ãðèãîðèàíñêîì êàëåíäàðå äëèòåëüíîñòüþ

97
365

400
 ñóòîê ïîãðåøíîñòü â îäíè ñóòêè íàêàïëèâàåòñÿ

ïðèìåðíî çà 3321 ãîä. Ïðåäëîæåíèå Îìàðà Õàéÿìà
ëåãëî â îñíîâó êàëåíäàðÿ, êîòîðûé äåéñòâîâàë â Èðàíå
ñ 1079 ãîäà äî ñåðåäèíû XIX âåêà.

×åòâåðòîå  ïðèáëèæåíèå:  
1

365
1

4
1

7
1

1
3

+ =
+

+
+

31
365

128
= – äëèòåëüíîñòü ãîäà â êàëåíäàðå íåìåöêîãî

àñòðîíîìà È.Ã.Ì¸äëåðà (1794–1874). Â ïåðèîäå èç 128
ëåò âèñîêîñíûìè íàçíà÷àþòñÿ 31. Ïîãðåøíîñòü â îäíè
ñóòêè íàêàïëèâàåòñÿ ïðèìåðíî çà 88496 ëåò. Ì¸äëåð
ïðåäëîæèë ñâîé êàëåíäàðü â 1864 ãîäó, íî ïðîâåñòè åãî
ïðîåêò â æèçíü íå óäàëîñü.
����� Ëóííûé ãîä îïðåäåëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì öèêëîâ ôàç
Ëóíû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿåòñÿ â íåêîòîðûõ
èñëàìñêèõ ñòðàíàõ. Êàëåíäàðíûé ëóííûé ãîä ñîñòîèò
èç 12 ìåñÿöåâ (îäèí ìåñÿö – âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ
ïîñëåäîâàòåëüíûìè îäèíàêîâûìè ôàçàìè Ëóíû) è
ñîäåðæèò 354 èëè 355 ñóòîê. Ïî ñîâðåìåííûì àñòðîíî-
ìè÷åñêèì äàííûì, ïðîäîëæèòåëüíîñòü ëóííîãî ãîäà
ñîñòàâëÿåò 354,36706 ñðåäíèõ ñîëíå÷íûõ ñóòîê.
����� Â ëóííî-ñîëíå÷íîì êàëåíäàðå ðàññìàòðèâàåòñÿ îò-
íîøåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè ñîëíå÷íîãî ãîäà ê ïðî-

äîëæèòåëüíîñòè ëóííîãî ìåñÿöà. Ñîãëàñíî ñîâðåìåí-
íûì äàííûì, ýòî îòíîøåíèå ðàâíî

 
1

12
1

2
1

1
1

2
1

1
153

1
2534

+
+

+
+

+
+

.

Ïÿòîå ïðèáëèæåíèå 
7

12
19

 ýòîé äðîáè ñîîòâåòñòâóåò

òàê íàçûâàåìîìó öèêëó Ìåòîíà – êàëåíäàðþ, ïðåäëî-
æåííîìó äðåâíåãðå÷åñêèì àñòðîíîìîì Ìåòîíîì â 432
ãîäó äî í.ý. (àíàëîãè÷íûé êàëåíäàðü èñïîëüçîâàëñÿ
òàêæå â Äðåâíåì Êèòàå è Âàâèëîíå). 19-ëåòíèé êàëåí-
äàðü Ìåòîíà ñîñòîÿë èç 235 ìåñÿöåâ, èç êîòîðûõ 110
ìåñÿöåâ èìåëè ïî 29 äíåé, à 125 – ïî 30 äíåé.
Êàëåíäàðíûé ãîä ñîñòîÿë èç 12 èëè 13 ìåñÿöåâ, ïðè÷åì
äîïîëíèòåëüíûé 13-é ìåñÿö çà 19 ëåò âñòàâëÿëñÿ 7 ðàç.
�����Êàê îïðåäåëèòü íàçâàíèå äíÿ íåäåëè, êîòîðûé ïðè-
õîäèòñÿ íà çàäàííóþ äàòó â ãðèãîðèàíñêîì êàëåíäàðå?

Ïðåäñòàâèì ýòó äàòó ñëåäóþùèìè âåëè÷èíàìè: d –
íîìåð äíÿ ìåñÿöà (÷èñëî); m – íîìåð ìåñÿöà, ïðè÷åì
ñ÷åò âåäåòñÿ íà÷èíàÿ ñ ìàðòà: 1 – ìàðò, 2 – àïðåëü, …
..., 12 – ôåâðàëü; ó – íîìåð ãîäà â ñòîëåòèè (îñòàòîê îò
äåëåíèÿ ïîëíîãî íîìåðà ãîäà íà 100); ñ – êîëè÷åñòâî
ñòîëåòèé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÿíâàðü ñ÷èòàåòñÿ 11-ì, à
ôåâðàëü – 12-ì ìåñÿöåì ïðåäûäóùåãî ãîäà.

Ïåðåíóìåðóåì äíè íåäåëè â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: 0 –
âîñêðåñåíüå, 1 – ïîíåäåëüíèê, …, 6 – ñóááîòà.

Èñêîìûé íîìåð äíÿ íåäåëè çàäàííîé äàòû ðàâåí
íåîòðèöàòåëüíîìó îñòàòêó îò äåëåíèÿ íà 7 âåëè÷èíû

13 1
2

5 4 4

m y c
w d y c

-È ˘ È ˘ È ˘= + + + + -Í ˙ Í ˙ Í ˙Î ˚ Î ˚ Î ˚
,

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà,
ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâûøàþùåå äàííîå
(ñòîÿùåå â ñêîáêàõ). Íàïðèìåð, äëÿ äàòû 31 äåêàáðÿ
2006 ãîäà èìååì: d = 31, m = 10, ó = 6, ñ = 20, ïîýòîìó
w = 31 + 25 + 6 + 1 + 5 – 40 = 28. Íåîòðèöàòåëüíûé
îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 28 íà 7 ðàâåí 0, ïîýòîìó 31
äåêàáðÿ 2006 ãîäà ïîïàäàåò íà âîñêðåñåíüå.

Ìàòåðèàë ïîäãîòîâèë À. Æóêîâ

Äðåâíèé êàìåííûé êàëåíäàðü Ñòîóíõåíäæ (Âåëèêîáðèòàíèÿ). Âîç-
âåäåí â òðè ýòàïà ìåæäó 3500 è 1100 ãîäàìè äî í.ý.
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Ôóíêöèîíàëüíûå
óðàâíåíèÿ

è íåðàâåíñòâà
Ã.ÔÀËÈÍ, À.ÔÀËÈÍ

Êëàññè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ

Êàæäàÿ ôóíêöèè, èñïîëüçóåìàÿ â ìàòåìàòèêå, îáëàäàåò
îïðåäåëåííûì íàáîðîì ñâîéñòâ, âûðàæàåìûõ ðàâåíñòâàìè,
íåðàâåíñòâàìè è áîëåå ñëîæíûìè óòâåðæäåíèÿìè.

Íàïðèìåð, äëÿ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ( ) xf x a= , a > 0,
1a π , ñïðàâåäëèâû òàêèå ñîîòíîøåíèÿ (ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

âõîäÿùèõ â íèõ ïåðåìåííûõ õ è ó):
x y x ya a a+

= ◊ ;
x

x y
y

a
a

a

-
= ;

0
xa > ;
0

1a = ;

è ò.ï. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè ôîðìóëèðóþòñÿ â
áîëåå ñëîæíûõ òåðìèíàõ:

( ) xf x a=  âîçðàñòàåò, åñëè à > 1, è óáûâàåò, åñëè 0 <
< à < 1;

( ) xf x a=  íåïðåðûâíà ïðè âñåõ õ;

( ) xf x a=  äèôôåðåíöèðóåìà ïðè âñåõ õ è ïðè ýòîì

( ) ln
xf x a a= ◊¢ .

Åñëè èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé èñêëþ÷èòü ÿâíûé âèä ôóíêöèè
è îñòàâèòü òîëüêî ñèìâîë ( )f x , òî ñôîðìóëèðîâàííûå
ñâîéñòâà ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ◊ ;

( )
( )

( )

f x
f x y

f y
- = ;

( ) 0f x > ;

( )0 1f = ;

( )f x  âîçðàñòàåò, åñëè à > 1, è óáûâàåò, åñëè 0 < à < 1;

( )f x  íåïðåðûâíà ïðè âñåõ õ;

( )f x  äèôôåðåíöèðóåìà ïðè âñåõ õ è ïðè ýòîì  ( )f x =¢

( ) lnf x a= ◊ .

Â òàêîé ôîðìå íåêîòîðûå èç íèõ (íàïðèìåð, ( )f x y+ =

) ( ) ( )f x f y= ◊ , ( ) ( ) lnf x f x a= ◊¢ ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê åñòåñòâåííîìó
âîïðîñó î ìíîæåñòâå èõ ðåøåíèé. Íàèáîëåå èíòåðåñíîé
ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà òàêîå óðàâíåíèå íå èìååò íèêàêèõ
äðóãèõ ðåøåíèé, êðîìå ôóíêöèè, ñâîéñòâà êîòîðîé è ïðèâå-
ëè ê ýòîìó óðàâíåíèþ. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöè-
îíàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé õàðàêòåðèñ-
òèêîé ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè.

Åñëè â óðàâíåíèå âõîäèò îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
òî òàêîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàþò äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèåì (òàêèì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, óðàâíå-
íèå ( ) ( ) lnf x f x a= ◊¢ ). Òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ÿâëÿåòñÿ ãðîìàäíûì (åñëè íå ñêàçàòü áîëüøå) ðàçäåëîì
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè
ê çàäà÷àì åñòåñòâîçíàíèÿ. Ïðîñòåéøèå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ ðàçáèðàþòñÿ è â øêîëüíîì êóðñå. Íî ïîñêîëüêó
ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé íå âõîäèò â Ïðîãðàììó âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíîâ äëÿ ïîñòóïàþùèõ â ÌÃÓ, äàæå ñàìûå ïðîñòûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íå ïðåäëàãàþòñÿ íà âñòóïè-
òåëüíûõ èñïûòàíèÿõ.

Äðóãîå äåëî — óðàâíåíèÿ, â êîòîðûå âõîäÿò îáû÷íûå
äåéñòâèÿ «+», «–» è ò.ä., íàïðèìåð, óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ◊ . Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èõ ðåøåíèÿ, ïî
êðàéíåé ìåðå ÷àñòè÷íûå, òðåáóþò âíåøíå ñîâåðøåííî ýëå-
ìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ðàññóæäåíèé è ïðèâîäÿò ê
ôóíêöèÿì, âêëþ÷åííûì â Ïðîãðàììó (ëèíåéíîé, ïîêàçà-
òåëüíîé, ëîãàðèôìè÷åñêîé, òðèãîíîìåòðè÷åñêîé), ÷òî äàåò
ôîðìàëüíûå îñíîâàíèÿ ïðåäëàãàòü èõ íà âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíàõ. Êîíå÷íî, çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû íè
òåðìèí «ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå», íè òåðìèí «ôóíêöè-
îíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà» íå ïîÿâëÿëèñü â èõ òåêñòå. Íî ïî
ñóùåñòâó îñíîâîé è ñóòüþ ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ èìåííî ýòè
ïîíÿòèÿ.

Äðóãîå âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ýëå-
ìåíòàðíûõ ôóíêöèé áûëà äàíà Êîøè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ
òåîðèÿ èçÿùíà è õîðîøî èçâåñòíà êàæäîìó ìàòåìàòèêó. Îíà
îáû÷íî èçëàãàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà äëÿ
èëëþñòðàöèè ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, êàê ìû îòìå÷àëè, äëÿ ïîíèìàíèÿ áîëüøåé åå ÷àñòè
äîñòàòî÷íî ôàêòîâ è ìåòîäîâ øêîëüíîé ìàòåìàòèêè. Ïîäîá-
íûå ôðàãìåíòû «âûñîêîé» ìàòåìàòèêè îòíîñèòåëüíî ÷àñòî
ñëóæàò îñíîâîé íåñòàíäàðòíûõ çàäà÷ âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìå-
íîâ. Êîíå÷íî, ðåøèòü èõ â ðåàëüíîé áîåâîé îáñòàíîâêå
ýêçàìåíà áåç çíàíèÿ ýòîé îáùåé òåîðèè äîâîëüíî òÿæåëî.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðÿìîé
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

Ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà
ó = kx. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå òàêèå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèÿ

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ.  (25)

Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ( )f x  íåïðåðûâíà, òî ýòîìó
óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ôóíêöèè âèäà ( )f x kx= .
Åñëè íå íàêëàäûâàòü òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè, òî ñïðàâåä-
ëèâîñòü ðàâåíñòâà ( )f x kx=  ìîæíî óòâåðæäàòü ëèøü äëÿ
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë õ (õîòÿ îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ âñåõ õ). Ñîîòâåòñòâåííî, äîñòàòî÷íî
òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (25) ëèøü äëÿ ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë õ.

Ìû èçëîæèì òåîðèþ Êîøè äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (25) â ïðîöåññå îáñóæäåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è
(êîòîðàÿ íåïîñðåäñòâåííî ñîäåðæèò ýòî óðàâíåíèå, íî íà
ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë).

Çàäà÷à 10 (áèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò, 2005, èþëü). Çàäà-

íà ôóíêöèÿ f, ïðè÷åì ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  äëÿ âñåõ ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë õ, ó. Èçâåñòíî, ÷òî ( )f 10 π= - . Íàéäèòå

2
f

7

Ê ˆ
-Á ˜

Ë ¯
.

Ðåøèì èñõîäíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  ïðè âñåõ ,x y ŒQ .     (26)Îêîí÷àíèå. Íà÷àëî ñì. â «Êâàíòå» ¹5.



Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèè âèäà ( )f x kx=  (ïðÿ-
ìûå ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ.
Äîêàæåì, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ðåøåíèé óðàâíåíèå (26) íå
èìååò.

Ðàññìîòðèì èñõîäíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ïðè
ó = 0:

( ) ( ) ( )0f x f x f= + .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ( )0 0f = .
Ïðè y = –õ óðàâíåíèå (26) ïðèìåò âèä

( ) ( ) ( )0f f x f x= + - ,

îòêóäà ( ) ( )f x f x- = - .
Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (26) ÿâëÿåòñÿ

íå÷åòíîé ôóíêöèåé.
Ïîëîæèì ó = õ. Ýòî äàñò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

( ) ( )2 2f x f x=  ïðè âñåõ x ŒQ .

Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî, èç (26) ïðè ó = 2õ ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 3f x f x f x f x f x f x= + = + =

ïðè âñåõ x ŒQ .

Àíàëîãè÷íî, ïðè ó = 3x èìååì

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 3 3 4f x f x f x f x f x f x= + = + =

 ïðè âñåõ x ŒQ .

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ìû ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n âåðíî ðàâåíñòâî (ïðè n = 1 îíî ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâîì)

( ) ( )f nx nf x=  ïðè âñåõ x ŒQ .             (27)

Ñòðîãî ýòî ìîæíî äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè. Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (27) ïðè n = 1 (îñíîâàíèå
èíäóêöèè) óæå óñòàíîâëåíà. Äîïóñòèì, ÷òî (27) âåðíî äëÿ
íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k; äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ
çíà÷åíèÿ n = k + 1:

( )( ) ( ) ( ) ( )1f k x f kx x f kx f x+ = + = + =

= ( ) ( ) ( ) ( )1kf x f x k f x+ = + .

Èç íå÷åòíîñòè ôóíêöèè ( )f x , êîòîðóþ ìû óñòàíîâèëè â
ñàìîì íà÷àëå íàøåãî ðåøåíèÿ, ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (27)
âåðíî ïðè âñåõ öåëûõ n (à íå òîëüêî íàòóðàëüíûõ).

Â ïðèíöèïå óæå â ýòîì ìåñòå ìû ìîæåì ðåøèòü èñõîäíóþ
çàäà÷ó â òîì âèäå, êàê îíà áûëà ïîñòàâëåíà íà ýêçàìåíå.

Ïîñêîëüêó ( )
2

10 35
7

Ê ˆ
= - ◊ -Á ˜

Ë ¯
, èç (27) ïðè n = –35, 

2

7
x = -

èìååì

( )
2

10 35
7

f f
Ê ˆ

= - -Á ˜
Ë ¯

,

òàê ÷òî

( ) ( )
2 1 1

10
7 35 35 35

f f
π

πÊ ˆ
- = - = - ◊ - =Á ˜

Ë ¯
.

Íî ìû äâèíåìñÿ äàëüøå è äîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå
âåðíî ñîîòíîøåíèå

( ) ( )f rx rf x=  ïðè âñåõ x ŒQ ,             (28)

ãäå r – ïðîèçâîëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ïîëîæèì â (27) 
t

x
n

= :

( )
t

f t nf
n

Ê ˆ
= Á ˜

Ë ¯
.

Îòñþäà ( )
1t

f f t
n n

Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯
, òàê ÷òî (28) ñïðàâåäëèâî äëÿ 

1
r

n
= .

Åñëè â ýòîì ðàâåíñòâå ïîëîæèòü t = mx, m ŒZ , òî, èñïîëü-
çóÿ (27), ìû ïîëó÷èì

( ) ( ) ( )
1 1m m

f x f mx mf x f x
n n n n

Ê ˆ
= = =Á ˜

Ë ¯
,

ò.å. (28) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî r.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè õ = 1 ñîîòíîøåíèå (28) äàñò

( ) ( )1f r rf= .

Åñëè îáîçíà÷èòü ( )1f  ÷åðåç k, à âìåñòî ïåðåìåííîé r
èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííóþ õ, òî ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

( )f x kx= .                       (29)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ ( )f x  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ (26), òî îíà äàåòñÿ ôîðìóëîé (29).

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å (â òîì âèäå, êàê îíà
áûëà ïîñòàâëåíà íà ýêçàìåíå). Òàê êàê

( )10 10f k= ◊ ,

ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè k:

10
k

π
= - . Ïîýòîìó ( )

10
f x x

π
= - ◊  äëÿ ðàöèîíàëüíûõ õ, è, â

÷àñòíîñòè,

2 2

7 10 7 35
f

π πÊ ˆ Ê ˆ
- = - ◊ - =Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (26) ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ õ è ó, òî äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå ïðîâåäåí-
íûõ ðàññóæäåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî (28) áóäåò
âûïîëíåíî ïðè âñåõ ðàöèîíàëüíûõ r è âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
õ. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü íåïðåðûâíîñòü ôóíê-
öèè ( )f x  âî âñåõ òî÷êàõ, òî âûâîä î òîì, ÷òî ( )f x kx=

(ðàâåíñòâî (29)), áóäåò ñïðàâåäëèâ ïðè âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ õ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë 1 2, , ,x x …  ñõîäÿùóþñÿ ê õ.
Òîãäà

( ) ( ) ( )lim limn n
n n

f x f x kx kx
Æ+• Æ+•

= = = .

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ðåçóëüòàòîì áûëî áû èíòåðåñíî
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (26) ïðè
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ õ è ó, íî íå ÿâëÿþùóþñÿ ïðÿìîé
ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ. Êîíå÷íî, òàêàÿ ôóíêöèè äîëæíà
áûòü ðàçðûâíà. Ê ñîæàëåíèþ, ïðîñòîãî ïðèìåðà òàêîé
ôóíêöèè (âðîäå ðàçðûâíîé ôóíêöèè (17), êîòîðàÿ íàðÿäó ñ
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè (16) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(15) — ñì. ïåðâóþ ÷àñòü ñòàòüè) ïîñòðîèòü íåëüçÿ.

Â áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷àõ óðàâíåíèå (25) ìîæåò áûòü
«ñïðÿòàíî», è íóæíû îïðåäåëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (îáû÷-
íî ââîäèòñÿ íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ), ÷òîáû ñâåñòè äåëî
ê ýòîìó êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Èìåííî ýòà ñèòóàöèÿ
âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 11 (ìåõìàò, óñòíûé ýêçàìåí, 2003). ×èñëîâàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë õ, ó óäîâëåòâî-
ðÿåò ðàâåíñòâó

( ) ( ) ( )f x y f x f y 80xy+ = + + .

Íàéäèòå 
4

f
5

Ê ˆ

Á ˜
Ë ¯

, åñëè 
1

f 2
4

Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯
.

Èñõîäíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîäíî-
ðîäíûì («ëèøíèì» ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí 80õó â ïðàâîé ÷àñòè). Êàê
îáû÷íî, ÷òîáû ïðåâðàòèòü åãî â îäíîðîäíîå, íàéäåì ÷àñòíîå
ðåøåíèå. Èìåÿ â âèäó ñõîäñòâî íàøåãî óðàâíåíèÿ ñ òîæäå-
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ñòâîì ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ ( )
2 2 2

2x y x y xy+ = + + ,

íåòðóäíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî ( ) 2

0 40f x x=  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.
Òåïåðü ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ

( ) ( ) ( )0
g x f x f x= - . Äëÿ íåå èñõîäíîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâ-
íåíèå ïðèìåò âèä

( ) ( ) ( )g x y g x g y+ = +  ïðè âñåõ ,x y Œ R .

Â ÷àñòíîñòè, ýòî óðàâíåíèå âûïîëíåíî ïðè âñåõ ðàöèîíàëü-
íûõ õ, ó. Êàê áûëî óñòàíîâëåíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 10,

( )g x kx= ( )x ŒQ . Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè

ðàöèîíàëüíûõ õ  ( ) 2
40f x x kx= + . Óñëîâèå 

1
2

4
f

Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯
 ïî-

çâîëÿåò îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò k: îí ðàâåí –2, òàê ÷òî

( ) 2
40 2f x x x= - ( )x ŒQ . Òàêèì îáðàçîì,

2
4 4 4

40 2 24
5 5 5

f
Ê ˆ Ê ˆ

= ◊ - ◊ =Á ˜ Á ˜
Ë ¯ Ë ¯

.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ëèíåéíîé ôóíêöèè

Èçëîæåííàÿ âûøå òåîðèÿ Êîøè î ôóíêöèîíàëüíîé õàðàê-
òåðèñòèêå ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ñëóæèò îñíîâîé äëÿ
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, êîòîðûå îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçóþò
áîëåå ñëîæíûå âèäû ôóíêöèé.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î ôóíêöèîíàëüíîé õàðàêòå-
ðèñòèêå ëèíåéíîé ôóíêöèè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî âèäîâ
ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ (ïðè îáû÷-
íîì óñëîâèè íåïðåðûâíîñòè) ÿâëÿþòñÿ âñå ëèíåéíûå ôóíê-
öèè è òîëüêî îíè. Ïðè âñåì èõ ðàçíîîáðàçèè ýòè óðàâíåíèÿ
èìåþò îáùóþ îñíîâó: âñå îíè ñâÿçàíû ñ ïîíÿòèåì âûïóêëî-
ñòè ôóíêöèè. Ìû íå áóäåì ðàçâèâàòü îáùóþ òåîðèþ, à
ïðîèëëþñòðèðóåì åå îñíîâíûå îñîáåííîñòè íà ïðèìåðå òà-
êîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 12 (õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò, 1999, àïðåëü). Ôóíê-
öèÿ ( )f x  óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ
÷èñåë à è b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( ) ( )f a + 2f ba 2b
f

3 3

+Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯
.

Íàéäèòå çíà÷åíèå ôóíêöèè ( )f 1999 , åñëè  ( )f 1 = 1 ,
( )f 4 = 7 .
Äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ôèãóðèðóþ-

ùåãî â òåêñòå çàäà÷è, ââåäåì íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ

( ) ( ) ( )0g x f x f= - . Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

( ) ( )22

3 3

g a g ba b
g

++Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯

                  (30)

è äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ ( )0 0g = , êîòîðîå ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ïîçæå.

Ïîëàãàÿ â (30) b = 0, ïîëó÷èì

( )
1

,
3 3

a
g g a a

Ê ˆ
= ŒÁ ˜

Ë ¯

R .

Åñëè æå â (30) çàìåíèòü ÷èñëîì 0 ïåðåìåííóþ a, òî ìû
ïîëó÷èì

( )
2 2

,
3 3

b
g g b b

Ê ˆ
= ŒÁ ˜

Ë ¯

R .

Ýòè ðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò âûíîñèòü (è âíîñèòü) êîýôôèöè-

åíòû 
1

3
 è 

2

3
 çà çíàê ôóíêöèè g. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî

äîïîëíèòåëüíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 2

2 3 2 3 3 2
3 3 3

b
g b g b g g b g b

Ê ˆ
= ◊ = = ◊ =Á ˜

Ë ¯
.

Èòàê, çà çíàê ôóíêöèè g ìîæíî âûíîñèòü è êîýôôèöèåíò 2.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè ( )g x  ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå (30) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22

3 3

21
2

3 3

2 2

2 2 .

g a g ba b
g

g a g b
g a b

g a b g a g b

g a b g a g b

++Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯

+

+ =

+ = +

+ = +

�

�

�

Çàìåíÿÿ 2b íà ñ, ìû ïîëó÷èì

( ) ( ) ( ), ,g a c g a g c a c+ = + Œ R .

Êàê ìû äîêàçàëè âûøå, îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ
äëÿ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà äàåòñÿ ôîðìóëîé

( )g x kx= .

Ñîîòâåòñòâåííî, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ äëÿ ðàöèîíàëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà äàåòñÿ
ôîðìóëîé

( ) ( )0 ,f x f kx x= + ŒQ .

Ñ ïîìîùüþ óñëîâèé ( )1 1f = , ( )4 7f =  ìîæíî îïðåäåëèòü
ïàðàìåòðû ( )0f  è k:

( )0 1, 2f k= - = ,

÷òî äàñò ñëåäóþùóþ êîíêðåòíóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ:

( ) 2 1,f x x x= - ŒQ .

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîäñ÷èòàòü èñêîìóþ âåëè÷èíó f (1999):
îíà ðàâíà 3997.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè ( )f x , òî, êàê è äëÿ ïðÿìîé ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè, ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ìîæíî óñòàíîâèòü ñïðà-
âåäëèâîñòü ðàâåíñòâà ( ) ( )0f x f kx= +  ïðè âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ x.

Ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

Â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ôóíêöèîíàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè
ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òîæäåñòâî

x y x ya a a+
= ◊ . Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íåïîñðåäñòâåííî ñîäåð-

æèò ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó òîæäåñòâó ôóíêöèîíàëüíîå óðàâ-
íåíèå (íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë)

( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ◊ .                   (31)

Â ïðîöåññå îáñóæäåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìû èçëîæèì òåîðèþ
Êîøè äëÿ ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (31).

Çàäà÷à 13 (áèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò, 2005, èþëü). Çàäà-

íà ôóíêöèÿ f, ïðè÷åì ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ◊  äëÿ âñåõ ðàöè-

îíàëüíûõ ÷èñåë õ, ó. Èçâåñòíî, ÷òî ( )f 4 = 16 . Íàéäèòå

3
f

2

Ê ˆ
-Á ˜

Ë ¯
.

Â îáùèõ ÷åðòàõ èäåÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (31) çàêëþ÷àåòñÿ

â åãî ëîãàðèôìèðîâàíèè, ÷òî äëÿ ( ) ( )lng x f x=  (îñíîâàíèå
ëîãàðèôìà íå èãðàåò ðîëè) äàåò óðàâíåíèå

( ) ( ) ( )g x y g x g y+ = + . Â ñèëó çàäà÷è 10, ìîæíî óòâåðæ-
äàòü, ÷òî ( )g x kx=  ïðè âñåõ x ŒQ , ÷òî ðàâíîñèëüíî

ðàâåíñòâó ( ) kx xf x e a= ∫  ïðè âñåõ ðàöèîíàëüíûõ õ (çäåñü



Ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ î ôóíêöèîíàëüíîé õàðàêòåðèñ-
òèêå ëèíåéíîé, ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà î
ôóíêöèîíàëüíîé õàðàêòåðèñòèêå ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíî-
ñòè. Êàê áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð ìû ïðèâåäåì ôóíêöèî-
íàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó ôóíêöèè cosy x=  (òàê æå, êàê è
ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé ôóíêöèé, îíà áûëà ïðåäëîæåíà Êîøè).

Â êà÷åñòâå îñíîâû ðàññìîòðèì èçâåñòíîå òðèãîíîìåòðè÷åñ-
êîå òîæäåñòâî

( ) ( )cos cos 2 cos cosx y x y x y+ + - = ◊ .

Åãî ôóíêöèîíàëüíûì àíàëîãîì áóäåò óðàâíåíèå

( ) ( ) ( ) ( )2 , ,f x y f x y f x f y x y+ + - = ◊ Œ R .    (32)

Íà ñàìîì äåëå, ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿþò è äðóãèå
ôóíêöèè. Ïðåæäå âñåãî, ýòî ( ) 0f x ∫ . ×òîáû èñêëþ÷èòü
ýòîò òðèâèàëüíûé îñîáûé ñëó÷àé, ìû äîïîëíèòåëüíî ïîòðå-
áóåì, ÷òîáû â íåêîòîðîé òî÷êå 0x  íàøà ôóíêöèÿ áûëà
îòëè÷íà îò 0.

Áîëåå èíòåðåñíûì è ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíûì ïðèìåðîì

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (32) áóäåò ôóíêöèÿ ( )ch
2

x xe e
x

-
+

= .

(Ýòó ôóíêöèþ íàçûâàþò ãèïåðáîëè÷åñêèì êîñèíóñîì; îíà
èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äðóãèõ ñëîæíûõ ðàçäåëàõ
ìàòåìàòèêè.) Äåéñòâèòåëüíî,

( ) ( )ch chx y x y+ + - =

2 2

x y x y x y x ye e e e+ - - - - +
+ +

+  =

( ) ( )
2

x y y x y ye e e e e e- - -
+ + +

=

( ) ( )
2

x x y ye e e e- -
+ +

=  =

( ) ( )2 2ch ch
2 2

x x y ye e e e
x y

- -
+ +

= ◊ ◊ = ◊ .

Â ñèëó íåðàâåíñòâà äëÿ äâóõ âçàèìíî îáðàòíûõ ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë,  1
2

x xe e-
+

≥  (ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà õ = 0), â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ
cos x , ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ìåíüøèå èëè ðàâíûå 1. Ïîýòîìó,
÷òîáû èñêëþ÷èòü èç ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (32) ôóíêöèþ

( )ch
2

x xe e
x

-
+

= , ìû äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè

âñåõ õ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ìåíüøå èëè ðàâíà 1.
Êàê è â äðóãèõ óðàâíåíèÿõ Êîøè, ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî

( )f x  íåïðåðûâíà ïðè âñåõ õ.  Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè ( )f x

– ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32), òî ( ) ( )g x f ax=  òàêæå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì. Ïîýòîìó â ÷èñëî ðåøåíèé âõîäÿò ôóíêöèè âèäà
cos ax , ãäå à – íåêîòîðûé ïàðàìåòð.

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íèêàêèõ
äðóãèõ ðåøåíèé óðàâíåíèå (32) íå èìååò. Äîêàæåì ýòî.

1) Ïîëîæèì â (32) 0x x= , ó = 0:

( ) ( ) ( )0 02 2 0f x f x f= ◊ .

Ïîñêîëüêó ( )0
0f x π , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

( )0 1f = .                              (33)

2) Ïîëîæèì â (32) õ = 0:

( ) ( ) ( ) ( )2 0f y f y f f y+ - = ◊ .

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (33), ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè âñåõ ó âåðíî
ñîîòíîøåíèå ( ) ( )f y f y= - . Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ ( )f x

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.

ka e= ). Óñëîâèå ( )4 16f =  ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îñíîâà-

íèå: 4
16 2a a= ¤ = . Ïîýòîìó ( ) 2

xf x =  ïðè âñåõ ðàöèî-

íàëüíûõ õ. Â ÷àñòíîñòè, 
3

2
3 2

2
2 4

f
-Ê ˆ

- = =Á ˜
Ë ¯

.

Îäíàêî âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ ðàáîòàþò, òîëüêî åñëè ìû
ìîæåì ñäåëàòü ïåðâûé øàã ðåøåíèÿ — ïðîëîãàðèôìèðîâàòü
èñõîäíîå óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ( ) 0f x >

ïðè âñåõ (ðàöèîíàëüíûõ) õ — ýòî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñàìàÿ
òðóäíàÿ ÷àñòü çàäà÷è. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèì â óðàâ-
íåíèè (31) ó = 4 – õ (÷èñëî õ – ïðîèçâîëüíîå):

( ) ( ) ( )4 4 16f x f x f◊ - = = . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ( )f x  íè â
îäíîé òî÷êå íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Äàëåå, åñëè â óðàâíåíèè

(31) çàìåíèòü õ è ó íà 
2

x
, òî ìû ïîëó÷èì, ÷òî ( )

2

2

x
f x f

Ê ˆÊ ˆ
= Á ˜Á ˜

Ë ¯Ë ¯

,

îòêóäà ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ( )f x  äëÿ âñåõ (ðàöèîíàëü-
íûõ) õ. Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåäåííîå ðàññóæäåíèå ïðàêòè÷åñêè
íå èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî óñëîâèÿ ( )4 16f =  ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ( )f x  îòëè÷íà îò íóëÿ â êàêîé-òî òî÷êå 0x .

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèþ ðàçîáðàííîé çàäà÷è ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèå (31) âûïîëíåíî ïðè âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ õ è ÷òî ( )f x  íåïðåðûâíà (è, êîíå÷íî, ñîõðàíèòü

óñëîâèå, ÷òî ( )f x  îòëè÷íà îò íóëÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå),

òî òîãäà ôóíêöèÿ ( ) ( )lng x f x=  îïðåäåëåíà, óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ ( ) ( ) ( )g x y g x g y+ = +  ïðè âñåõ x Œ R  è íåïðå-

ðûâíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ( )g x kx=  ïðè âñåõ x Œ R , è ïîýòî-

ìó ( ) kx xf x e a= ∫  ïðè âñåõ x Œ R .

Ôóíêöèîíàëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà
ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè

Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé logay x=  ôóíêöèîíàëü-
íîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëóæèò ôóíêöèîíàëüíûé àíàëîã èçâå-
ñòíîãî òîæäåñòâà ( )log log loga a axy x y= + . Èìåííî, ñïðà-
âåäëèâî òàêîå óòâåðæäåíèå:

Åñëè ôóíêöèÿ ( )f x  îïðåäåëåíà ïðè âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
x Œ R , íåïðåðûâíà íà ýòîì ìíîæåñòâå, îòëè÷íà îò íóëÿ
õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå 0x π 1 è óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèî-
íàëüíîìó óðàâíåíèþ

( ) ( ) ( ), ,f xy f x f y x y
+

= + Œ R ,

òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî à, íå ðàâíîå 1, òàêîå
÷òî ( ) logaf x x= .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ( ) ( )xg x f e= .

Îíà îïðåäåëåíà ïðè âñåõ x Œ R  (òàê êàê 0xe > ), íåïðåðûâ-
íà (êàê êîìïîçèöèÿ äâóõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) è, êðîìå
òîãî,

( ) ( ) ( )x y x yg x y f e f e e+
+ = = ◊ = ( ) ( ) ( ) ( )x yf e f e g x g y+ = + ,

ò.å. ( )g x  óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (26) ïðè âñåõ äåéñòâè-
òåëüíûõ õ. Òîãäà ( )g x kx=  äëÿ íåêîòîðîãî k.

Òåïåðü ìîæíî íàéòè ( )f x . Åñëè õ > 0, òî

( ) ( ) ( )ln
ln ln

xf x f e g x k x= = = .

Óñëîâèå ( )0
0f x π  äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî 0x π 1

âëå÷åò, ÷òî 0k π . Òîãäà ÷èñëî 1 ka e=  ïîëîæèòåëüíî è íå
ðàâíî 1. Ïîýòîìó ïîëó÷åííîé ôîðìóëå äëÿ ( )f x  ìîæíî
ïðèäàòü äðóãîé âèä:

( )
ln

ln log
ln

a

x
f x k x x

a
= = = .
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èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ( )f x  è ôóíêöèÿ cos ax  íåïðåðûâíû, ýòî
âëå÷åò èõ ñîâïàäåíèå âî âñåõ òî÷êàõ.

Ôðàãìåíòû èçëîæåííîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ðåøå-
íèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 14 (ìåõìàò, óñòíûé ýêçàìåí, 2005). Íàéäèòå
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f, îïðåäåëåííîé íà ìíîæå-
ñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è óäîâëåòâîðÿþùåé ðàâåíñòâàì

( ) cosf 1 = 2 ,                           (36)

( ) ( ) ( )( )
2

cos sin ,f n 1 f n 1 1 f n 1+ = ◊ - - ◊  n Œ N .   (37)

Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå (37) ïîçâîëÿåò íàéòè ( )1f n + ,
åñëè èçâåñòíî çíà÷åíèå ( )f n . Ïîñêîëüêó ìû çíàåì ( )1f , ìû
ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñ÷èòàòü ( )2f , ( )3f , … Ïîýòîìó
íà÷íåì ðåøåíèå ñ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà: ïîäñ÷èòàåì
íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )2f ,

( )3f , … â íàäåæäå ïîäìåòèòü êàêóþ-íèáóäü îáùóþ çàêîíî-
ìåðíîñòü.

Ïðè n = 1 óðàâíåíèå (37) âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
(36) äàåò

( )2 cos 2 cos1 sin 2 sin1f = ◊ - ◊  =

cos 2 cos1 sin 2 sin1 cos 3= ◊ - ◊ = .

Ïîäîáíûì æå îáðàçîì èç óðàâíåíèÿ (37) ïðè n = 2 ìû èìååì

( )3 cos 3 cos1 sin 3 sin1f = ◊ - ◊  =

cos 3 cos1 sin 3 sin1 cos 4= ◊ - ◊ = .

Íî íà ñëåäóþùåì øàãå âûêëàäêè íåìíîãî èçìåíÿòñÿ:

( )4 cos 4 cos1 sin 4 sin1f = ◊ - ◊  =

cos 4 cos1 sin 4 sin1 cos 3= ◊ + ◊ = .

Äëÿ ( )5f  èìååì

( )5 cos 3 cos1 sin 3 sin1f = ◊ - ◊  =

cos 3 cos1 sin 3 sin1 cos 4= ◊ - ◊ = .

Ïðîäåëàííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
( )2 cos 3f k = , à ( )2 1 cos 4f k + = , k Œ N . Ýòó ãèïîòåçó ëåãêî

äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè k = 1 îíà ñâîäèòñÿ ê óæå óñòàíîâëåííûì ðàâåíñòâàì

( )2 cos 3f = , ( )3 cos 4f = .

Äîïóñòèì, ÷òî ãèïîòåçà èñòèííà äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k.
Òîãäà èç (37) ïðè n = 2k + 1 ìû èìååì

( )( ) ( )( )2 1 2 1 1f k f k+ = + + =

= ( ) ( )( )
2

2 1 cos1 1 2 1 sin1f k f k+ ◊ - - + ◊  =

( )
2

cos 4 cos1 1 cos 4 sin1= ◊ - - ◊  =

( )
2

cos 4 cos1 sin 4 sin1= ◊ - ◊ cos 4 cos1 sin 4 sin1= ◊ - ◊  =

( )cos 4 cos1 sin 4 sin1 cos 4 1 cos 3= ◊ + ◊ = - = .

Àíàëîãè÷íî,

( )( )2 1 1f k + + =

= ( )( ) ( )( )( )
2

2 1 cos1 1 2 1 sin1f k f k+ ◊ - - + ◊  =

( )
2

cos 3 cos1 1 cos 3 sin1= ◊ - - ◊  =

( )
2

cos 3 cos1 sin 3 sin1= ◊ - ◊ cos 3 cos1 sin 3 sin1= ◊ - ◊  =

( )cos 3 cos1 sin 3 sin1 cos 3 1 cos 4= ◊ - ◊ = + = .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò òîëüêî òðè çíà÷å-
íèÿ: cos2, cos 3, cos 4 . Íàèìåíüøèì èç íèõ, î÷åâèäíî, ÿâëÿ-
åòñÿ cos 3 .

3) Çàìåíèì â (32) õ íà nx è çàòåì ïîëîæèì ó = õ:

( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1f n x f nx f x f n x+ = ◊ - - .

Ýòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî íàéòè
( )( )1f n x+ , åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ( )f nx , ( )( )1f n x-  è

( )f x . Ïîýòîìó, åñëè ìû çíàåì ( )f x , òî (ïîñêîëüêó ( )0 1f =

èçâåñòíî) ìû ìîæåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñ÷èòàòü

( ) ( )2 , 3 , ,f x f x …  à çíà÷èò, â ñèëó ÷åòíîñòè ëþáîãî ðåøåíèÿ

íàøåé çàäà÷è, è ( ) ( ), 2 ,f x f x …- -

Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä: åñëè äâà ðåøåíèÿ ( )f x  è
( )g x  íàøåãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò â íåêîòîðîé òî÷êå t, òî

îíè ñîâïàäàþò è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà nt, n ŒZ  (àêêóðàòíîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òðåáóåò ìåòîäà ìàòåìàòè-
÷åñêîé èíäóêöèè).

4) Ïðè ó = õ èç (32) ìû ïîëó÷èì ôóíêöèîíàëüíûé àíàëîã
èçâåñòíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà cos 2 1x + =

22 cos x= :

( ) ( )2
2 1 2f x f x+ = .                     (34)

Èç íåãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè âñåõ õ âåðíî íåðàâåí-
ñòâî ( ) 1f x ≥ -  (â îòëè÷èå îò íåðàâåíñòâà ( ) 1f x £ , åãî íå
íóæíî ïîñòóëèðîâàòü).

Çàìåíèì òåïåðü â (34) õ íà 
2

n

x
, ãäå n ŒZ :

1
1

2

22

n

n

x
f

x
f

-

Ê ˆ
+ Á ˜

Ë ¯Ê ˆ
=Á ˜

Ë ¯

.                   (35)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ âñåõ n ÷èñëà

2
n

x
f

Ê ˆ

Á ˜
Ë ¯

 íåîòðèöàòåëüíû è çíà÷åíèå ( )f x  èçâåñòíî, òî ðàâåí-

ñòâî (34) ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñ÷èòàòü âñå ÷èñëà

2
n

x
f

Ê ˆ

Á ˜
Ë ¯

, n Œ N . Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä: åñëè äâà

ðåøåíèÿ ( )f x  è ( )g x  íàøåãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò â
íåêîòîðîé òî÷êå t è ïðè ýòîì íåîòðèöàòåëüíû âî âñåõ òî÷êàõ

âèäà 
2

n

t
, n Œ N , òî îíè ñîâïàäàþò è âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ

(àêêóðàòíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ óòâåðæäåíèé òðåáóåò ïðè-
ìåíåíèÿ ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè).

5) Ïîñêîëüêó ( )0 1f =  è ( )f x  íåïðåðûâíà â òî÷êå 0,
ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü, ÷òî íà íåêîòîðîì îòðåçêå [ ];ε ε- +

(÷èñëî 0ε > ) ôóíêöèÿ ( )f x  áóäåò ïîëîæèòåëüíîé. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå áóäåò ñóùåñòâîâàòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ÷èñåë kx , ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ, òàêèõ ÷òî

( ) 0kf x £ . Òîãäà íåïðåðûâíîñòü ( )f x  â òî÷êå 0 äàåò

( ) ( )0 lim 0k
k

f f x
Æ•

= £ ,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó ( )0 1f = .
6) Íåðàâåíñòâî ( )0 1f ε< £  ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

( )arccos fα ε= , ïðè÷åì 0;
2

π
α È ˆ

Œ ˜Í
¯Î

. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó,

÷òî ( ) cos cosf aε α ε= = , ãäå a
α
ε

= . Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèè

( )f x  è ( ) cosg x ax=  ñîâïàäàþò â òî÷êå x ε= . Â ñèëó
ïóíêòà 4 äîêàçàòåëüñòâà, îíè ñîâïàäàþò è âî âñåõ òî÷êàõ

âèäà 
2

n

ε
, n Œ N , à â ñèëó ïóíêòà 3 äîêàçàòåëüñòâà, îíè

ñîâïàäàþò è âî âñåõ òî÷êàõ âèäà 
2

n

mε
, n Œ N , m ŒZ .

7) Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî õ ìîæíî

ïîëó÷èòü êàê ïðåäåë ÷èñåë âèäà 
2

n

mε
, n Œ N , m ŒZ . Òàê êàê

(Ïðîäîëæåíèå ñì. íà ñ. 45)
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Ìàòåðèàëû âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíîâ 2006 ãîäà

Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò
(ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2

8 sin cos 3 sin 3 3 sin 2 cosx x x x x- = - .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
3

4 3 1
4 10

1

x x
x

x

- +
£ +

-

.

3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

( )
2

2

2 2

3 2 3 ,

2 3 2 .

y
x y x

x

y xy x y

Ï

+ = -Ô

Ì

Ô
+ = -

Ó

4. Ïÿòèóãîëüíèê ABCDE îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè. Èçâå-
ñòíî, ÷òî BC = CD, AE = DE, AB = 8, AD = 9, BD = 10.
Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ïÿòèóãîëüíèê, è
óãîë CDE.

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t ñèñòåìà

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2

1 1 3 ,

2 5 9

x t y t t

x y

Ï + - + + - =Ô

Ì

- + - =Ô
Ó

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
6. Â îñíîâàíèè ïðèçìû 1 1 1 1ABCDA BC D  ëåæèò ðàâíîáîêàÿ

òðàïåöèÿ ABCD ( AD BC� ). Ñôåðà ðàäèóñà 2 ñ öåíòðîì â
ïëîñêîñòè 

1 1AA D D  êàñàåòñÿ ïëîñêîñòåé ABCD, 1 1 1 1A BC D è
ïðÿìûõ 

1AA , 
1BB , 

1CC , 
1DD . Èçâåñòíî, ÷òî 1 1 6A D = ,

1 1 1BC = . Íàéäèòå:
1) óãîë ìåæäó ïðÿìûìè 

1CC  è AD;
2) äâóãðàííûé óãîë ìåæäó ãðàíÿìè 1 1CC D D  è 

1 1DD A A ;
3) îáúåì ïðèçìû.

Âàðèàíò 2

1. Íàéäèòå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

( )

( )

3 4 2 23

3 2 2 23

5 4 4 ,

3 2 2 .

x y x y

x y x y

Ï
= +

Ô

Ì

Ô = -
Ó

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3
cos 3 ctg

4
x x

πÊ ˆ
- =Á ˜

Ë ¯

3
cos 2 cos 4

4 4
x x

π πÊ ˆ Ê ˆ
+ - +Á ˜ Á ˜

Ë ¯ Ë ¯
.

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2
10 21

2 1

2 log 1log 12 10 2 xx
xx x --

£

- -- -

.

4. Òðåóãîëüíèê ÀÂÑ âïèñàí â îêðóæíîñòü Î ðàäèóñà R,
òî÷êà Ì – ñåðåäèíà îòðåçêà ÀÑ, îòðåçîê ÀÂ ðàâåí R, óãîë

ÂÀÑ ðàâåí 
2

arcsin
3

. Îêðóæíîñòü 1O  ïðîâåäåíà ÷åðåç òî÷êó

Ì, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè Î è èìååò ñ òðåóãîëüíèêîì ÀÂÑ
åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè

1O .

5. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 
3

;
2 2

a
π πÈ ˘

Œ
Í ˙
Î ˚

 íàéäèòå

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ( )g a  ôóíêöèè ( ) ( ), 2f x y x x= - +

( )1y y+ -  íà ìíîæåñòâå òî÷åê ( ),x y  òàêèõ, ÷òî ( )2 2
3 x y+ £

) ( )2 cos sinx a y a£ + . Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a Œ

3
;

2 2

π πÈ ˘
Œ

Í ˙
Î ˚

, ïðè êîòîðûõ ( )g a  ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷å-

íèå.
6. Â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ABCD ñôåðà êàñàåòñÿ ãðàíåé

ACD è BCD â òî÷êàõ 1B  è 1A , ÿâëÿþùèõñÿ îñíîâàíèÿìè
âûñîò ïèðàìèäû, è ïåðåñåêàåò ðåáðî ÀÂ â òî÷êàõ K è L.

Èçâåñòíî, ÷òî 3 2AB = , 
6

3
5

KL = , 
11

3
2

BC = , AD =

3 7= . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ðåáðàìè ÀÂ è CD,
ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âûñåêàåìîé íà ñôåðå ïëîñêîñòüþ ÀÂÑ,
è îáúåì ïèðàìèäû ABCD.

Âàðèàíò 3

1. Ðåøèòå óðàâíåíèå

ctg 2 ctg 3 tg tg 2

ctg 3 ctg 2 tg tg 2

x x x x

x x x x
=

- -
.

2. Íàéäèòå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

3
2 3 0,

4
2 0,

2
2 0.

xz
y

yz
x

xy
z

Ï
+ + =

Ô

Ô

Ô
+ - =Ì

Ô

Ô
+ + =

Ô

Ó

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 2

2 2
3

3 3

1
log 2 3 log 2 3x x x xx x

x
- -

+ + £ + .

4. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ óãîë ÀÑÂ ïðÿìîé, ÀÂ = 12.
Áèññåêòðèñà óãëà ÀÂÑ è ìåäèàíà ÀÐ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î.
Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 3 ñ öåíòðîì Î ïåðåñåêàåò ñòîðîíó ÀÂ
â òî÷êàõ K è L (L ëåæèò ìåæäó À è K), ïåðåñåêàåò ñòîðîíó
ÂÑ â òî÷êàõ Ì è N (Ì ëåæèò ìåæäó Â è N) è êàñàåòñÿ
ñòîðîíû ÀÑ â òî÷êå Ò. Íàéäèòå ÂÑ, óãîë MOL è CM.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà b, ïðè êîòîðûõ äëÿ
ëþáîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à ñóùåñòâóåò òðîéêà äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë (õ,  ó,  z), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå óðàâíå-
íèé

2
4 1,

.

ax y z

x ay z b

Ï + = +Ô

Ì

+ = -ÔÓ

6. Â ïèðàìèäå SABC êàæäûé èç óãëîâ ASB è ASC ðàâåí
1

arccos
26

, óãîë BSC ïðÿìîé, ðåáðî SC ðàâíî à. Öåíòð

ñôåðû, âïèñàííîé â ïèðàìèäó SABC, ëåæèò íà âûñîòå SD.



ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Àâòîìîáèëü òîðìîçèë ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì äî
ïîëíîé îñòàíîâêè. Òîðìîæåíèå çàíÿëî 4 ñ, à òîðìîçíîé ïóòü
ñîñòàâèë 20 ì. Êàêîâà áûëà ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ íà ñåðåäèíå
òîðìîçíîãî ïóòè?

2. Àñòðîíàâòû, èññëåäóÿ âîçäóõ îòêðûòîé èìè ïëàíåòû,
íàãðåëè ïîðöèþ âîçäóõà ìàññîé m = 200 ã íà 60 CTΔ = ∞

îäèí ðàç ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, à äðóãîé ðàç – ïðè
ïîñòîÿííîì îáúåìå. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîì äàâëå-
íèè òðåáóåòñÿ ïîäâåñòè íà 1 êÄæ òåïëà áîëüøå, ÷åì ïðè
ïîñòîÿííîì îáúåìå. Íàéäèòå ñðåäíþþ ìîëÿðíóþ ìàññó
âîçäóõà, ñ÷èòàÿ åãî èäåàëüíûì ãàçîì.

3. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ñõåìà, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñóíêå 1,
ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàêîâûõ áàòàðåé ñ ÝÄÑ E  è âíóòðåííèì

ñîïðîòèâëåíèåì r è ðåçèñòî-
ðà ñîïðîòèâëåíèåì R. Ïðè
ïîäêëþ÷åíèè íàãðóçêè ê
êëåììàì À è Â ñõåìà ýêâè-
âàëåíòíà áàòàðåå ñ íåêîòî-
ðîé ÝÄÑ 0

E  è âíóòðåííèì
ñîïðîòèâëåíèåì 0r  (ò.å. äëÿ
ëþáîé íàãðóçêè ïðè çàìåíå
äàííîé ñõåìû íà áàòàðåþ ñ
ÝÄÑ 0

E  è âíóòðåííèì ñî-
ïðîòèâëåíèåì 0r  òîê â íàãðóçêå íå èçìåíèòñÿ). 1) Íàéäèòå
ÝÄÑ 0

E  è âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå 0r  ýêâèâàëåíòíîãî
èñòî÷íèêà. 2) Ê êëåììàì À è Â ïîäêëþ÷àþò ðåçèñòîð,
ñîïðîòèâëåíèå êîòîðîãî ìîæíî èçìåíÿòü. Ïðè êàêîì çíà÷å-
íèè ýòîãî ñîïðîòèâëåíèÿ òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, âûäåëÿåìàÿ â
ðåçèñòîðå, áóäåò ìàêñèìàëüíîé?

4. Òîíêàÿ ëèíçà ñîçäàåò èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà ñ íåêîòî-
ðûì óâåëè÷åíèåì. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæå-

íèÿ ñ äâóêðàòíûì óâåëè÷åíèåì ïðåäìåò íóæ-
íî ëèáî ïðèäâèíóòü ê ëèíçå íà 3 ñì, ëèáî
îòîäâèíóòü îò íåå íà 6 ñì. Ñ êàêèì óâåëè÷å-
íèåì èçîáðàæàëñÿ ïðåäìåò âíà÷àëå?

5. Ìàÿòíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàðíèðíî
ïðèêðåïëåííûé ê ïîòîëêó æåñòêèé ëåãêèé
ñòåðæåíü äëèíîé 4l, íà êîòîðîì çàêðåïëåíû
äâà ìàëåíüêèõ ãðóçà ìàññîé m êàæäûé, êàê
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2. Òðåíèåì â øàðíèðå è
ñîïðîòèâëåíèåì âîçäóõà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
1) Ñòåðæåíü îòêëîíÿþò íà óãîë 0 60ϕ = ∞  îò

âåðòèêàëè è îòïóñêàþò áåç òîë÷êà. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ íèæíåãî ãðóçà. 2) Íàéäèòå ïåðèîä êîëå-
áàíèé ìàÿòíèêà ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ.

Âàðèàíò 2

1. Ðîâíàÿ øåðîõîâàòàÿ äîñêà äâè-
æåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì ãîðèçîíòàëüíûì
óñêîðåíèåì à, ñîõðàíÿÿ ïîñòîÿííûé
óãîë íàêëîíà α  ê âåðòèêàëè, è òîëêàåò
ïåðåä ñîáîé áðóñîê ìàññîé m = 1 êã
(ðèñ.3). Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè a > g ãðóç
ñ äîñêîé äâèæóòñÿ âìåñòå áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ, à ïðè a < g ãðóç ïàäàåò
âíèç. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ìåæäó äîñêîé è ãðóçîì, åñëè
tg 0,2α = .

2. Ñ èäåàëüíûì îäíîàòîìíûì ãàçîì ïðîâîäÿò öèêëè÷åñêèé
ïðîöåññ 1–2–3–1, ñîñòîÿùèé èç ðàñøèðåíèÿ â ïðîöåññå 1–2,
â êîòîðîì òåïëîåìêîñòü ãàçà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, àäèàáàòè-
÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ 2–3 è ñæàòèÿ â ïðîöåññå 3–1 ñ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòüþ äàâëåíèÿ îò îáúåìà. Ïðè ýòîì 1 2 32T T T= = ,

3 14V V= . Íàéäèòå ìîëÿðíóþ òåïëîåìêîñòü ãàçà â ïðîöåññå
1–2, åñëè ðàáîòà, ñîâåð-
øåííàÿ ãàçîì â öèêëå, â 15
ðàç ìåíüøå ðàáîòû, ñîâåð-
øåííîé íàä ãàçîì â ïðî-
öåññå 3–1.

3. Ïëîñêèé êîíäåíñàòîð
ñ ïëîùàäüþ ïëàñòèí S ïîë-
íîñòüþ çàïîëíåí äâóìÿ
ñëîÿìè äèýëåêòðèêà ñ òîëùèíàìè 1d  è 2d  è äèýëåêòðè÷åñ-
êèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè 1

ε  è 2
ε  ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ.4).

Ìåæäó îáêëàäêàìè êîíäåíñàòîðà ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿí-
íàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ
E . Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó è
çíàê ñâÿçàííîãî (ïîëÿðèçà-
öèîííîãî) çàðÿäà äèýëåêò-
ðèêà ó âåðõíåé îáêëàäêè
êîíäåíñàòîðà.

4. Â ñõåìå íà ðèñóíêå 5
âñå ýëåìåíòû ìîæíî ñ÷è-
òàòü èäåàëüíûìè. Çíà÷åíèÿ
ÝÄÑ èñòî÷íèêîâ è ñîïðî-
òèâëåíèé ðåçèñòîðîâ óêàçà-
íû íà ðèñóíêå. Îïðåäåëèòå âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå òîêà
÷åðåç àìïåðìåòð.

5. Òîíêàÿ ëèíçà ñîçäàåò ïðÿìîå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà ñ
óâåëè÷åíèåì 3. Âî ñêîëüêî ðàç ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì
è èçîáðàæåíèåì áîëüøå ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ëèíçû?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Ä.Àëåêñàíäðîâ, Ð.Êîíñòàíòèíîâ, Ì.Øàáóíèí

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3

Ðèñ. 4

Ðèñ. 5

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé èíñòèòóò
ýëåêòðîíèêè è ìàòåìàòèêè
(òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ôàêóëüòåòû ýëåêòðîíèêè, èíôîðìàòèêè

è òåëåêîììóíèêàöèé, àâòîìàòèêè

è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2

1 1

2 2

log log 4x x x+ ≥ + .

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 5 4x x- + = .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )2
5 8 4 2 1 0x x x- - - = .

4. Íàéäèòå tg
4

π
αÊ ˆ

-Á ˜
Ë ¯

, åñëè 
2

sin
5

α =  è 
2

π
α π< < .

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC äàíî: ÀÂ = 5, 3 5AC = , óãîë À
– òóïîé, ïëîùàäü ðàâíà 15. Íàéäèòå ÂÑ.

Â À Ð È À Í Ò Û 41

Íàéäèòå SA, SD è ðàäèóñ ñôåðû, âïèñàííîé â ïèðàìèäó
SABC.
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6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

3 cos 2 11sin 6
0

3 cos 2 2

x x

x

+ -
=

-

.

7. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

3 5

3 1

x

x
y

+
=

+

.

8. Äàíà ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà, â îñíîâàíèè
êîòîðîé ëåæèò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 3. Âûñîòà ïèðàìèäû
ðàâíà 3. ×åðåç ñòîðîíó îñíîâàíèÿ ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü,
îáðàçóþùàÿ ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë 45°. Íàéäèòå
ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïèðàìèäû ýòîé ïëîñêîñòüþ.

9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèåì íåðàâåí-
ñòâà

2 2
2 2 6ax a a x x+ - - ≥ - + +

ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê äëèíû 1.

Âàðèàíò 2

(ôàêóëüòåòû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, ýêîíîìèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèé)

1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2 1

2 3

x

x x

-
≥

-

.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå
2

24 2 6x x x+ - = + .

3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( )2

5log 3 2 1 0x x- - + £ .

4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

2
3 2 1y x x x= - - -

íà îòðåçêå [–2; 3].
5. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 8 è 15.

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â
òðåóãîëüíèê, äî âûñîòû, îïóùåííîé íà ãèïîòåíóçó.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2

2 7 9 1
log 2

2 2 2x
x x

Ê ˆ
+ - =Á ˜

Ë ¯
.

7. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 sin 3 10 sin 2 24 cos 3 sinx x x x+ = - .
8. Â îñíîâàíèè òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC ëåæèò ïðà-

âèëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñî ñòîðîíîé 4; SA = SC = 13 ;

21SB = . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè SC è ÀÂ.
9. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) ( )4 4
log 3 cos 2 cos 1 log 5 cosx x a x+ + = +

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå.

ÔÈÇÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

1. Ýëåêòðè÷åñêàÿ öåïü ñîñòîèò èç äâóõ ðåçèñòîðîâ ñ
ñîïðîòèâëåíèÿìè 1 1,5 *nìR =  è 2 2,5 *nìR = , ñîåäèíåí-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî. Íàïðÿæåíèå íà ïåðâîì ðåçèñòîðå

1 30 BU = . Îïðåäåëèòå íàïðÿæåíèå íà âòîðîì ðåçèñòîðå.
2. Îïðåäåëèòå ïåðèîä âðàùåíèÿ èñêóññòâåííîãî ñïóòíèêà

Çåìëè, íàõîäÿùåãîñÿ íà îðáèòå íà âûñîòå h = 300 êì. Ðàäèóñ
Çåìëè 6

g 6,4 10  ìR = ◊ . Ñóòî÷íîå âðàùåíèå Çåìëè íå ó÷èòû-
âàòü.

3. Ïðè èçîõîðíîì ïðîöåññå, ïðîâîäèìîì ñ èäåàëüíûì
ãàçîì, 0,33 *o= jp TΔ Δ = . Îïðåäåëèòå êîíöåíòðàöèþ

ìîëåêóë â ýòîì ãàçå. Ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà k =
23

1,38 10  d› j-
= ◊ .
4. Òåëî äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 

1 6,0 ì “v =  è äîãîíÿåò
òàêîå æå òåëî, äâèæóùååñÿ ñî ñêîðîñòüþ 

2 3,0 ì “v = .
Îïðåäåëèòå ñêîðîñòè òåë ïîñëå öåíòðàëüíîãî àáñîëþòíî
óïðóãîãî óäàðà.

5. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ïîëîæåíèå
äâóõ çàðÿäîâ: çàðÿä –q èìååò êîîðäèíàòû (0, 0), çàðÿä
+q – êîîðäèíàòû (à, 0). Çàïèøèòå óðàâíåíèå âñåõ òî÷åê íà
ïëîñêîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
ðàâåí íóëþ.

Âàðèàíò 2

1. Ñàíêè ìàññîé m = 2,0 êã, íàõîäÿùèåñÿ íà ãîðèçîíòàëü-
íîé ïîâåðõíîñòè, äâèæóòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû F = 10 Í,
ïðèëîæåííîé ïîä óãëîì 30α = ∞  ê ãîðèçîíòó. Íàéäèòå ñèëó,
ñ êîòîðîé òåëî äàâèò íà ïîâåðõíîñòü.

2. Äâà çàðÿäà 1 1,5 …jëq =  è 2 2,5 …jëq = -  íàõîäÿòñÿ â
âåðøèíàõ îñòðûõ óãëîâ ðàâíîáåäðåííîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà. Íàéäèòå íàïðÿæåííîñòü â òðåòüåé âåðøèíå.
Êàòåò òðåóãîëüíèêà à = 2,0 ñì. Ýëåêòðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ

12

0 8,85 10  t ìε -
= ◊ .

3. ×àñòèöà ìàññîé 1 3,0 ãm = , äâèæóùàÿñÿ ñî ñêîðîñòüþ
1 5,0 ì “v = , ñòàëêèâàåòñÿ ñ ÷àñòèöåé ìàññîé 2 4,0 ãm = ,

äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ 
2 3,0 ì “v = . Îíè ñëèïàþòñÿ.

Íàéäèòå ýíåðãèþ, âûäåëèâøóþñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè, åñëè â
ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ ñêî-
ðîñòè ÷àñòèö íàïðàâëåíû
ïîä óãëîì 60α = ∞  äðóã ê
äðóãó.

4. Íàéäèòå çàðÿä íà êîí-
äåíñàòîðå â ñõåìå, èçîáðà-
æåííîé íà ðèñóíêå, åñëè

1 14 nìR = , 2 15 nìR = ,
Ñ = 6,0 ïÔ, 12 B=E , r =
= 1,0 Îì.

5. Ëèíåéêà ìàññîé m ëåæèò íà êðàþ ñòîëà òàê, ÷òî îäíà
÷åòâåðòàÿ åå ÷àñòü âûñòóïàåò çà êðàé. Ê âûñòóïàþùåìó
êîíöó ïðèâÿçûâàþò íèòü ñ óêðåïëåííûì íà íåé ãðóçîì
ìàññîé Ì. Íà êàêîé ìèíèìàëüíîé óãîë íàäî îòêëîíèòü íèòü
ñ ãðóçîì, ÷òîáû ïðè åãî ïîñëåäóþùèõ êà÷àíèÿõ êîíåö
ëèíåéêè, ëåæàùèé íà ñòîëå, ìîã ïðèïîäíÿòüñÿ?

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Þ.Êîëìàêîâ, Þ.Ñåçîíîâ

Ìîñêîâñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

ÌÀ Ò ÅÌÀ ÒÈ ÊÀ

Письменный экзамен

Âàðèàíò 1

(ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Âû÷èñëèòå ( ) 5
7

log 49
log 2

25 sin 510+ ∞ .
2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

( ) 2,8 3sin 2,8 2,8
xf x x e-

= - + .

3. Âûñîòó òðàïåöèè óâåëè÷èëè íà 50%, à ñðåäíþþ ëèíèþ
óìåíüøèëè íà 10%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèëàñü ïëî-
ùàäü òðàïåöèè?

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2 2

2 3log 6 8 log 6 10x x x x- - < - + .



5. Ðåøèòå óðàâíåíèå

ctg

cos
3 tg log

sin
x

x
x

x
= .

6. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ ( )f x =

( ) 2
3 2 5a x ax a= - - +  íåîòðèöàòåëüíà íà âñåé îáëàñòè îï-

ðåäåëåíèÿ?
7. Ðåøèòå óðàâíåíèå

2 2

10 32
1 0

36 7 36

x x

x x x x
- - =

- - - -

.

8. Íàéäèòå îáúåì øàðà, îïèñàííîãî îêîëî êîíóñà, åñëè

ïåðèìåòð îñåâîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà ðàâåí 18 3 , à ïëîùàäü
îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâíà 27π .

Âàðèàíò 2

(ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Âû÷èñëèòå 3 381 5 9 25◊ ◊ .
2. Íàéäèòå tg ctgx y , åñëè ( ) ( )sin 7 sinx y x y+ = - .
3. Ðåøèòå óðàâíåíèå

6

1

log 22

0,5
2 log 128 0x x+ ◊ + = .

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )2
2 2

0
3

x x x

x

+ + -

≥

+

.

5. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè, â êîòîðîé óãëîâîé êîýôôèöè-

åíò êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè ( ) 2 cos
8

f x x x
π

= - +

ðàâåí 1.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
2

2 2
3

x
x x

x
- = .

7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 11 1x x+ + > .
8. Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ïëîùàäü îñíîâà-

íèÿ ðàâíà 9 3 , à âûñîòà ðàâíà 8. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò
âåðøèíû îñíîâàíèÿ äî ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíè.

Âàðèàíò 3

(õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Âû÷èñëèòå 
sin

200
tg

x

x
, åñëè cos 0,7x = - .

2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî  2

0,6 0,6
6 log log 0x x x+ £ .

3. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2
26 4x x- - = .

4. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè ( ) 3
5

xf x π= - .
5. Íàéäèòå àáñöèññû òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê

ãðàôèêó ôóíêöèè ( ) 2 6 cos 21f x x x= - +  ïàðàëëåëüíà ïðÿ-
ìîé y = 5x.

6. Âû÷èñëèòå 0,5

3 34 log 6 log 4- .

7. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k òðåõ÷ëåí ( ) 2
2 8 4k x x k- + + +

ïîëîæèòåëåí ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x?
8. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ïëîùàäè ãðàíåé

ðàâíû 2, 3, 6. Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.

Задачи устного экзамена

(ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

1. Âûáåðèòå íèáîëüøåå èç ÷èñåë tg 6, tg 7, tg 8.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
ctg 1

2 cos 0
tg 1

x
x

x

-
+ =

-

.

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå
2

3 3ax ax x+ = +  èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )0,5 1 0,5 2
0

0,5 4

x x

x

- -

£

-

.

5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

32log 4 5 log 0,5 0x + ≥ .

6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ( )f x =

( )2log 10 5x= - +  íà îòðåçêå [–1; 10].
7. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè

( )
2

2

6

2

x x
f x

x x

+ -
=

- -

.

8. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè

2
9 8y x x= - + .

9. Â ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäè-
óñà 2. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè îäíî èç åå îñíîâàíèé
ðàâíî 8.

10. Ôèãóðà, çàäàííàÿ íà ïëîñêîñòè ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ
5x y£ £ , âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè 0x. Íàéäèòå îáúåì ïîëó-

÷åííîãî òåëà âðàùåíèÿ.

Тест

(ñîáåñåäîâàíèå äëÿ ìåäàëèñòîâ, ïîñòóïàþùèõ íà

ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò)

Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò
1. Ñîáðàëè 120 êã ÿãîä, âëàæíîñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿëà

99%. Ïîñëå ñóøêè èõ âëàæíîñòü ñíèçèëàñü äî 98%. Êàêîâà
ìàññà ÿãîä ïîñëå ñóøêè:

à) 110 êã;  á) 100 êã;  â) 90 êã;  ã) 80 êã;  ä) 70 êã;
å) 60 êã;   æ) 50 êã;   ç) 40 êã?

2. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 1010 íà 7:

à) 0;  á) 1;  â) 2;  ã) 3;  ä) 4;  å) 5;  æ) 6;  ç) 7.

3. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå 10 sin x x= :

à) 0;  á) 1;  â) 2;  ã) 3;  ä) 4;  å) 5;  æ) 6;  ç) 7?

4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ôóíêöèè
2 2

3 sin 2cos 4
10 3

x xy + -
= ◊ :

à) 0;  á)1;  â) 2;  ã) 3;  ä) 4;  å) 5;  æ) 6;  ç) 7.

5. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 6 ñì, 8 ñì, 10 ñì. Íàéäèòå
ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè:

à) 0,5 ñì; á) 1 ñì; â) 1,5 ñì; ã) 2 ñì; ä) 2,5 ñì; å) 3 ñì;
æ) 3,5 ñì;  ç) 4 ñì.

6. ×åðåç êàæäóþ âåðøèíó êóáà ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü,
ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ äèàãîíàëè êóáà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó
âåðøèíó. Ñêîëüêî âåðøèí èìååò ìíîãîãðàííèê, îãðàíè÷åí-
íûé âñåìè ýòèìè ïëîñêîñòÿìè:

à) 4;  á) 6;  â) 8;  ã) 10;  ä) 12;  å) 14;  æ) 16;  ç) 18?
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ÔÈÇÈ ÊÀ

Ôèçè÷åñêèé ôàêóëüòåò è ôàêóëüòåò òåõíîëîãèè è

ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà

Письменный экзамен

Ýêçàìåíàöèîííîå çàäàíèå ñîñòîÿëî èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ
÷àñòü ñîäåðæàëà 15 âîïðîñîâ ñ âûáîðîì èç òðåõ îòâåòîâ. Çà
êàæäûé ïðàâèëüíûé îòâåò íà÷èñëÿëñÿ 1 áàëë. Âòîðàÿ ÷àñòü
ñîäåðæàëà 5 çàäà÷. Îòâåò çàñ÷èòûâàëñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè
ðåøåíèÿ è âû÷èñëåíèé, çà êàæäóþ ïîëíîñòüþ ðåøåííóþ
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ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî çåðêàëà:
1) 1 ì;   2) 2ì;   3) 0,5 ì?
14. Ñêîëüêî ïðîòîíîâ ñîäåðæèò ÿäðî àòîìà 21

12Mg :
1) 12;   2) 21;   3) 9?
15. ×åìó ðàâíà äëèíà çâóêîâîé âîëíû ïðè ÷àñòîòå 200 Ãö

è ñêîðîñòè çâóêà 340 ì/ñ:
1) 0,59 ì;   2) 68 êì;   3) 1,7 ì?

×àñòü 2. Ðåøèòå çàäà÷è

16. Øàéáà ñêîëüçèò ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ëüäà
ñ óñêîðåíèåì 2

3 ì “- . ×åìó ðàâåí êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
øàéáû î ëåä?

17. Ñ áàëêîíà, íàõîäÿùåãîñÿ íà âûñîòå 20 ì, óïàë ìÿ÷
ìàññîé 0,2 êã. ×åìó ðàâåí èìïóëüñ ìÿ÷à ó ïîâåðõíîñòè
çåìëè?

18. Òåïëîâàÿ ìàøèíà ñ ÊÏÄ 20% îòäàåò õîëîäèëüíèêó
80 Äæ òåïëà. ×åìó ðàâíà ïîëåçíàÿ ðàáîòà, ñîâåðøàåìàÿ
ìàøèíîé?

19. Ðàññ÷èòàéòå ñèëó òîêà â çàìêíóòîé öåïè, êîòîðàÿ
ñîñòîèò èç èñòî÷íèêà è äâóõ ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûõ
ðåçèñòîðîâ ñîïðîòèâëåíèåì 6 Îì êàæäûé, åñëè ÝÄÑ èñòî÷-
íèêà ðàâíà 10 Â, à åãî âíóòðåííåå ñîïðîòèâëåíèå ñîñòàâëÿåò
2 Îì.

20. Êàêàÿ òåìïåðàòóðà óñòàíîâèòñÿ â ñîñóäå, åñëè ñìåøàòü
2 êã âîäû ñ òåìïåðàòóðîé 90 îÑ è 3 êã âîäû ñ òåìïåðàòóðîé
20 îÑ?

Âàðèàíò 2

×àñòü 1. Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò

1. ×åìó ðàâíà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ëûæíèêà, ïðîøåäøåãî
ïóòü 18 êì çà 2 ÷:

1) 0,25 ì/ñ; 2) 2,5 ì/ñ; 3) 10 ì/ñ?
2. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè ñ ïîñòî-

ÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ ñëåäóåò ñ÷èòàòü:
1) ðàâíîóñêîðåííûì; 2) ðàâíîìåðíûì; 3) äâèæåíèåì ñ

ïåðåìåííûì óñêîðåíèåì.
3. Òåëî ìàññîé 2 êã ïàäàåò ñ óñêîðåíèåì 2

7 ì “ . Ñèëà
ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäóõà ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò:

1) 14 Í; 2) 70 Í; 3) 6 Í.
4. ×åìó ðàâíà ìîùíîñòü äâèãàòåëÿ àâòîìîáèëÿ, åñëè

ïðè ñèëå òÿãè 1000 Í àâòîìîáèëü äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ
72 êì/÷:

1) 20 êÂò; 2) 72 êÂò; 3) 50 êÂò?
5. Êàê èçìåíèòñÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãî äåôîðìè-

ðîâàííîãî òåëà ïðè óâåëè÷åíèè åãî äåôîðìàöèè â 3 ðàçà:
1) óâåëè÷èòñÿ â 3 ðàçà; 2) óâåëè÷èòñÿ â 9 ðàç; 3) óìåíüøèò-

ñÿ â 3 ðàçà?
6. Â êàêîì ïðîöåññå êîëè÷åñòâî òåïëîòû, ïåðåäàííîå ãàçó,

ðàâíî ðàáîòå, ñîâåðøàåìîé ãàçîì:
1) èçîòåðìè÷åñêîì; 2) èçîõîðíîì; 3) àäèàáàòíîì?
7. 10 ë ãàçà îõëàæäàþò íà 200 îÑ äî 27 îÑ ïðè ïîñòîÿííîì

äàâëåíèè. Ïîñëå îõëàæäåíèÿ ãàç çàíÿë îáúåì:
1) 2 ë; 2) 4 ë; 3) 6 ë.
8. ×åìó ðàâíà âåëè÷èíà ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, äëÿ ïåðå-

ìåùåíèÿ êîòîðîãî â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ìåæäó òî÷êàìè ñ
ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ 10 Â áûëà ñîâåðøåíà ðàáîòà 5 Äæ:

1) 2 Êë; 2) 50 Êë; 3) 0,5 Êë?
9. Åìêîñòü áàòàðåè, ñîñòàâëåííîé èç äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî

ñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðîâ åìêîñòüþ 4 ìêÔ êàæäûé, ðàâíà:
1) 8 ìêÔ; 2) 2 ìêÔ; 3) 1 ìêÔ.
10. Êàêèìè íîñèòåëÿìè çàðÿäà ñîçäàåòñÿ òîê â âîäíîì

ðàñòâîðå ùåëî÷è:
1) èîíàìè; 2) ýëåêòðîíàìè è èîíàìè; 3) ýëåêòðîíàìè?

çàäà÷ó íà÷èñëÿëèñü 2 áàëëà. Ñóììà íàáðàííûõ áàëëîâ
ïåðåâîäèëàñü â îöåíêó çà ýêçàìåí.

Íà ýêçàìåíå çàïðåùàëîñü èñïîëüçîâàòü ñðåäñòâà ìîáèëü-
íîé ñâÿçè, íî ðàçðåøàëîñü ïîëüçîâàòüñÿ êàëüêóëÿòîðàìè.

Â ýêçàìåíàöèîííûõ çàäàíèÿõ áûëè ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ
âñåõ ôèçè÷åñêèõ êîíñòàíò è ñïðàâî÷íûõ äàííûõ, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷.

Âàðèàíò 1

×àñòü 1. Âûáåðèòå ïðàâèëüíûé îòâåò

1. Îò ñêàëû îòêîëîëñÿ è ñòàë ñâîáîäíî ïàäàòü êàìåíü.
Êàêóþ ñêîðîñòü îí áóäåò èìåòü ÷åðåç 3 ñ îò íà÷àëà ïàäåíèÿ:

1) 30 ì/ñ; 2) 10 ì/ñ; 3) 3ì/ñ?
2. Âàãîíåòêà äâèæåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ ñ óñêîðåíèåì

2
0,5 ì “  â òå÷åíèå 10 ñ. Êàêîâà áóäåò ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
ýòîãî äâèæåíèÿ:

1) 2,5 ì/ñ; 2) 5 ì/ñ; 3) 0,5 ì/ñ?
3. Äëèíà êîðïóñà ñóäíà íà âîçäóøíîé ïîäóøêå ìàññîé 2 ò

ñîñòàâëÿåò 10 ì, øèðèíà 4 ì. Êàêîå äàâëåíèå âîçäóõà
äîëæåí ñîçäàòü âåíòèëÿòîð, ÷òîáû êîðïóñ ñóäíà ìîã âèñåòü
â âîçäóõå:

1) 500 Ïà; 2) 80 Ïà; 3) 800 Ïà?
4. Èç êîëîäöà ãëóáèíîé 10 ì äîñòàþò âåäðî âîäû. Ìàññà

âåäðà 1,5 êã, ìàññà âîäû 10 êã. ×åìó ðàâíà ñîâåðøàåìàÿ ïðè
ýòîì ðàáîòà:

1) 1150 Äæ; 2)1000 Äæ; 3) 450 Äæ?

5. Âî ñêîëüêî ðàç íóæíî óìåíüøèòü ñêîðîñòü òåëà, ÷òîáû
åãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ óìåíüøèëàñü â 2 ðàçà:

1) 2; 2) 4; 3) 2 ?
6. Âî ñêîëüêî ðàç óìåíüøèëàñü ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷íàÿ

ñêîðîñòü òåïëîâîãî äâèæåíèÿ ìîëåêóë èäåàëüíîãî ãàçà ïðè
óìåíüøåíèè åãî àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðû â 4 ðàçà:

1) 2; 2) 4; 3) 16?
7. Ïðè ñæàòèè íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà èäåàëüíîãî ãàçà åãî

îáúåì óìåíüøèëñÿ â 2 ðàçà, à òåìïåðàòóðà óâåëè÷èëàñü â 2
ðàçà. Êàê èçìåíèëîñü ïðè ýòîì äàâëåíèå ãàçà:

1) óìåíüøèëîñü â 2 ðàçà; 2) óâåëè÷èëîñü â 4 ðàçà; 3) íå
èçìåíèëîñü?

8. Äâà îäèíàêîâûõ ìåòàëëè÷åñêèõ øàðèêà ñ çàðÿäàìè
+3 ìêÊë è –1 ìêÊë íàõîäÿòñÿ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè
äðóã îò äðóãà. Êàê èçìåíèòñÿ ìîäóëü ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó øàðèêàìè, åñëè èõ ïðèâåñòè â ñîïðèêîñíîâåíèå, à
çàòåì ðàçäâèíóòü íà ïðåæíåå ðàññòîÿíèå:

1) óâåëè÷èòñÿ â 3 ðàçà; 2) óâåëè÷èòñÿ â 3/4 ðàçà;
3) óìåíüøèòñÿ â 3 ðàçà?

9. ×åìó ðàâíà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ìåæäó äâóìÿ òî÷êà-
ìè, ðàñïîëîæåííûìè íà îäíîé ñèëîâîé ëèíèè ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ íàïðÿæåííîñòüþ 100 Â/ì íà ðàññòîÿíèè 5 ñì äðóã
îò äðóãà:

1) 5 Â;   2) 20 Â;   3) 500 Â?
10. Êàê èçìåíèòñÿ åìêîñòü êîíäåíñàòîðà, åñëè ïëîùàäü

ïëàñòèí óâåëè÷èòü â 4 ðàçà:
1) óìåíüøèòñÿ â 4 ðàçà; 2) óâåëè÷èòñÿ â 4 ðàçà;

3) óâåëè÷èòñÿ â 2 ðàçà?
11. Ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû ñîïðîòèâëåíèå ïîëóïðî-

âîäíèêîâ:
1) óâåëè÷èâàåòñÿ; 2) óìåíüøàåòñÿ; 3) íå èçìåíÿåòñÿ.
12. Êàê íàçûâàåòñÿ ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà, ðàçìåðíîñòü

êîòîðîé ìîæíî çàïèñàòü êàê Äæ/Êë:
1) ýëåêòðîåìêîñòü; 2) ïîòåíöèàë; 3) íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ?
13. Ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî åãî èçîáðàæåíèÿ â ïëîñêîì

çåðêàëå óâåëè÷èëîñü ñ 1 ì äî 2 ì. Íà ñêîëüêî óâåëè÷èëîñü



11. Êàê èçìåíèòñÿ ìîùíîñòü íàãðåâàòåëüíîãî ïðèáîðà ïðè
óìåíüøåíèè äëèíû ñïèðàëè âäâîå, åñëè íàïðÿæåíèå ïèòà-
íèÿ íå èçìåíèëîñü:

1) óìåíüøèòñÿ â 2 ðàçà; 2) óâåëè÷èòñÿ â 2 ðàçà;
3) óìåíüøèòñÿ â 9 ðàç?

12. Ïðè èçìåíåíèè ñèëû òîêà â êàòóøêå íà 5 À çà 0,1ñ â íåé
âîçíèêàåò ÝÄÑ ñàìîèíäóêöèè 20 Â. Èíäóêòèâíîñòü êàòóøêè
ðàâíà:

1) 0,4 Ãí; 2) 2,5 Ãí; 3) 1000 Ãí.
13. Äëÿ òîãî ÷òîáû ðàçìåð èçîáðàæåíèÿ, ñîçäàâàåìîãî

ñîáèðàþùåé ëèíçîé, áûë ðàâåí ðàçìåðó ïðåäìåòà, ïðåäìåò
íóæíî ðàñïîëîæèòü îò ëèíçû íà ðàññòîÿíèè:

1) ðàâíîì ôîêóñíîìó ðàññòîÿíèþ; 2) â 2 ðàçà ìåíüøå
ôîêóñíîãî; 3) â 2 ðàçà áîëüøå ôîêóñíîãî.

14. Êàê èçìåíèòñÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà, âûëå-
òàþùåãî èç âåùåñòâà âñëåäñòâèå ôîòîýôôåêòà, ïðè óâåëè÷å-
íèè äëèíû âîëíû ñâåòà:

1) óìåíüøèòñÿ; 2) óâåëè÷èòñÿ; 3) íå èçìåíèòñÿ?
15. Äëèíà ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé

0,03 ìêñ â âîçäóõå ðàâíà:
1) 100 ì; 2) 9 ì; 3) 1 ì.

×àñòü 2. Ðåøèòå çàäà÷è

16. Íàéäèòå èìïóëüñ ôîòîíà ñ äëèíîé âîëíû 0,4 ìêì.
17. Ìÿ÷ áðîøåí ïîä óãëîì 30î ê ãîðèçîíòó ñî ñêîðîñòüþ

20 ì/ñ. Íà êàêóþ âûñîòó ïîäíèìåòñÿ ìÿ÷? ( sin 30 1 2∞ = .)
18. Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ïëàñòèíàìè ïëîñêîãî ãîðèçîí-

òàëüíîãî êîíäåíñàòîðà íåïîäâèæíî âèñèò ïûëèíêà ìàññîé
9

10
-  ã è çàðÿäîì 17

2 10
-

◊  Êë. Îïðåäåëèòå íàïðÿæåííîñòü
ïîëÿ âíóòðè êîíäåíñàòîðà.

19. Äâå ýëåêòðè÷åñêèå ëàìïû ñîïðîòèâëåíèÿìè 400 Îì è
100 Îì ñîåäèíåíû ïàðàëëåëüíî è âêëþ÷åíû â ñåòü íàïðÿæå-
íèåì 220 Â. ×åìó ðàâíà ñèëà òîêà â ñåòè?

20. Íàéäèòå óäåëüíóþ òåïëîåìêîñòü ëàòóíè, åñëè íà íàãðå-
âàíèå êóñêà ëàòóíè ìàññîé 200 ã îò 12 îÑ äî 16,4 îÑ
ïîòðåáîâàëîñü çàòðàòèòü 300 Äæ òåïëà.

Ïóáëèêàöèþ ïîäãîòîâèëè
Å.Äåçà, Ñ.Æäàíîâ, Á.Êóêóøêèí, Â.Ñ¸ìàø

Â À Ð È À Í Ò Û 45

Ôóíêöèîíàëüíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà

(Íà÷àëî ñì. íà ñ. 34)

Óïðàæíåíèÿ

1 (ÂÌÊ, óñòíûé ýêçàìåí, 1997). Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ ( )y f x= , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ
õ ñîîòíîøåíèþ

( ) ( )2 2 4 2 5f x f x x+ + - = + ?

2 (ÂÌÊ, óñòíûé ýêçàìåí, 1997). Ñóùåñòâóåò ëè êâàäðàòè÷íàÿ
ôóíêöèÿ ( )y f x= , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðè âñåõ õ ñîîòíîøåíèþ

( ) ( ) ( )
2

1 2 1f x f x x+ + - = + ?

3 (ÂÌÊ, óñòíûé ýêçàìåí, 1996). Íàéäèòå ôóíêöèþ ( )y f x= ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðè âñåõ 0x π  ñîîòíîøåíèþ

( ) 21
3 2f x x f x

x

Ê ˆ
+ ◊ =Á ˜

Ë ¯
.

4 (õèìè÷åñêèé ôàêóëüòåò, 2001, èþëü). Ôóíêöèÿ ( )f x  äëÿ
âñåõ õ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

( ) ( )1 2 1f x f x x+ = + + .

Íàéäèòå ( )2001f , åñëè ( )0 0f = .

5 (ÂÌÊ, óñòíûé ýêçàìåí, 2002/îëèìïèàäà Áîëãàðèè, 1968).
Íàéäèòå âñå ôóíêöèè ( )f x , óäîâëåòâîðÿþùèå òîæäåñòâó

( ) ( ) ( ) ( ) ( )x f y y f x x y f x f y◊ + ◊ ∫ + ◊ ◊

äëÿ ëþáûõ ( ), ;x y Œ -• + • .
6 (áèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò, 2005, èþëü). Çàäàíà ôóíêöèÿ f,

ïðè÷åì ( ) ( ) ( )f x y f x f y- = -  äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë õ, ó.

Èçâåñòíî, ÷òî ( )6 3f = - . Íàéäèòå 
5

4
f
Ê ˆ
-Á ˜

Ë ¯
.

7 (áèîëîãè÷åñêèé ôàêóëüòåò, 2005, èþëü). Çàäàíà ôóíêöèÿ f,

ïðè÷åì ( )
( )

( )

f x
f x y

f y
- =  äëÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë õ, ó.

Èçâåñòíî, ÷òî ( )3 27f = . Íàéäèòå 
5

2
f
Ê ˆ
-Á ˜

Ë ¯

.

8 (ìåõìàò, óñòíûé ýêçàìåí, 2005). Ôóíêöèÿ f ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ Z óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

( )1 cos1f = , ( ) ( )1 cos1 sin sin1f n f n n+ = ◊ - ◊ , n ŒZ .

Äëÿ ëþáîãî ëè íàòóðàëüíîãî (öåëîãî) n âåðíî íåðàâåíñòâî
( ) 1f n > - ?

È ÍÔ Î Ð Ì À Ö È ß

Î÷åðåäíîé íàáîð â ÎË ÂÇÌØ

Îòêðûòûé ëèöåé «Âñåðîññèéñêàÿ çàî÷íàÿ ìíîãîïðåäìåò-
íàÿ øêîëà» (ÎË ÂÇÌØ) Ðîññèéñêîé àêàäåìèè îáðàçîâà-
íèÿ, ðàáîòàþùèé ïðè Ìîñêîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåð-
ñèòåòå èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà, â ñîðîê òðåòèé ðàç ïðîâîäèò
íàáîð ó÷àùèõñÿ.

ÎË ÂÇÌØ – ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå äîïîëíèòåëü-
íîãî îáðàçîâàíèÿ, ïðè÷åì íå òîëüêî äëÿ øêîëüíèêîâ. «ÎÒ-
ÊÐÛÒÛÉ» – çíà÷èò äîñòóïíûé äëÿ âñåõ æåëàþùèõ ïîïîë-
íèòü ñâîè çíàíèÿ â îäíîé èëè íåñêîëüêèõ èç ñëåäóþùèõ
îáëàñòåé íàóêè: ìàòåìàòèêà, áèîëîãèÿ, ôèëîëîãèÿ, ôèçèêà,
ýêîíîìèêà, õèìèÿ, ïðàâîâåäåíèå, èñòîðèÿ, èíôîðìàòèêà
(ïåðå÷èñëåíèå – â õðîíîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå îòêðûòèÿ îòäå-
ëåíèé).

Ñåé÷àñ ÎË ÂÇÌØ ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè íàó÷íî-ïåäàãîãè-

÷åñêèìè ó÷ðåæäåíèÿìè âåäåò èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû ïî
ðàçðàáîòêå íîâûõ èíòåðàêòèâíûõ òåõíîëîãèé â îáðàçîâàíèè
è ïåðåâîäó ÷àñòè ñâîèõ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ íà
ÿçûê ñîâðåìåííûõ òåëåêîììóíèêàöèé, â ÷àñòíîñòè – ïî
îðãàíèçàöèè Èíòåðíåò-îòäåëåíèÿ ÎË ÂÇÌØ.

Çà âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÂÇÌØ óäîñòîâåðåíèÿ î åå îêîí-
÷àíèè ïîëó÷èëè íåñêîëüêî ñîòåí òûñÿ÷ øêîëüíèêîâ è òûñÿ-
÷è êðóæêîâ – ãðóïï «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê ÂÇÌØ».

Îáó÷åíèå â øêîëå ÇÀÎ×ÍÎÅ, ò.å. íà÷èíàÿ ñ ñåíòÿáðÿ-
îêòÿáðÿ 2007 ãîäà âñå ïîñòóïèâøèå áóäóò ñèñòåìàòè÷åñêè
ïîëó÷àòü ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå äëÿ çàî÷íîãî îáó÷åíèÿ
ìàòåðèàëû, ñîäåðæàùèå èçëîæåíèå òåîðåòè÷åñêèõ âîïðî-
ñîâ, ìåòîäîâ ðàññóæäåíèé, ðàçíîîáðàçíûå çàäà÷è äëÿ ñàìî-
ñòîÿòåëüíîé ðàáîòû, îáðàçöû ðåøåíèé çàäà÷, äåëîâûå èãðû,
êîíòðîëüíûå è ïðàêòè÷åñêèå çàäàíèÿ.

Êîíòðîëüíûå ðàáîòû ó÷àùèõñÿ áóäóò òùàòåëüíî ïðîâå-
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ðÿòüñÿ è ðåöåíçèðîâàòüñÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè ÂÇÌØ – ñòó-
äåíòàìè, àñïèðàíòàìè, ïðåïîäàâàòåëÿìè è íàó÷íûìè ñî-
òðóäíèêàìè ÌÃÓ, à òàêæå äðóãèõ âóçîâ è ó÷ðåæäåíèé, ãäå
èìåþòñÿ ôèëèàëû øêîëû. Ìíîãèå èç ïðåïîäàâàòåëåé â ñâîå
âðåìÿ ñàìè çàêîí÷èëè ÂÇÌØ è ïîýòîìó îñîáåííî õîðîøî
ïîíèìàþò, êàê âàæíî óêàçàòü, ïîìèìî êîíêðåòíûõ íåäî÷å-
òîâ, ïóòè ëèêâèäàöèè èìåþùèõñÿ ïðîáåëîâ â çíàíèÿõ,
ïîðåêîìåíäîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó, ïîðóãàòü çà
íåâíèìàòåëüíîñòü è ïîõâàëèòü çà çàìåòíûé (à èíîãäà – è çà
ñàìûé ìàëåíüêèé) ïðîãðåññ è òðóäîëþáèå.

Ïîñòóïèâøèå â ÎË ÂÇÌØ ñìîãóò óçíàòü îá óâëåêàòåëü-
íûõ âåùàõ, ÷àñòî îñòàþùèõñÿ çà ñòðàíèöàìè øêîëüíîãî
ó÷åáíèêà, ïîçíàêîìèòüñÿ ñ èíòåðåñíûìè íåñòàíäàðòíûìè
çàäà÷àìè è ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â èõ ðåøåíèè. Äëÿ ìíîãèõ
ñòàíåò îòêðîâåíèåì, ÷òî çàäà÷è áûâàþò íå òîëüêî â ìàòåìà-
òèêå, ôèçèêå è õèìèè, íî è â áèîëîãèè, ôèëîëîãèè,  ýêîíî-
ìèêå è äðóãèõ íàóêàõ. Ðåøåíèå çàäà÷ ïîìîæåò ïðîÿñíèòü,
ñäåëàòü èíòåðåñíûìè ìíîãèå ðàçäåëû, êàçàâøèåñÿ íåïîíÿò-
íûìè è ñêó÷íûìè.

Îäíà èç îñîáåííîñòåé ó÷åáíûõ ïðîãðàìì è ïîñîáèé ÂÇÌØ
– â òîì, ÷òî îíè ñîçäàíû äåéñòâóþùèìè íà ïåðåäíåì êðàå
íàóêè òàëàíòëèâûìè ó÷åíûìè è îïûòíûìè íåçàóðÿäíûìè
ïåäàãîãàìè (÷àñòî ýòè äâà êà÷åñòâà ñîâìåùàþòñÿ â îäíîì è
òîì æå ÷åëîâåêå). Íåäàðîì íà X Âñåìèðíîì êîíãðåññå ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó îáðàçîâàíèþ, êîòîðûé ïðîøåë ëåòîì 2004
ãîäà â Äàíèè, ðàññêàç î 40-ëåòíåé ðàáîòå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îòäåëåíèÿ ÎË ÂÇÌØ âûçâàë íåïîääåëüíûé èíòåðåñ è
îäîáðåíèå ó÷àñòíèêîâ.

×òîáû óñïåøíî çàíèìàòüñÿ â çàî÷íîé øêîëå, âàì ïðèäåòñÿ
íàó÷èòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî è ïðîäóêòèâíî ðàáîòàòü ñ êíèãîé,
ãðàìîòíî, ÷åòêî, êîðîòêî è ÿñíî èçëàãàòü ñâîè ìûñëè íà
áóìàãå è äðóãèõ íîñèòåëÿõ èíôîðìàöèè, à ýòî, êàê èçâåñòíî,
óìåþò äàëåêî íå âñå. Âîçìîæíî, íàøà çàî÷íàÿ øêîëà ïîìî-
æåò âàì âûáðàòü ïðîôåññèþ, íàéòè ñâîå ìåñòî â îêðóæàþ-
ùåì ìèðå.

Âñå âûïîëíèâøèå ïðîãðàììó ÎË ÂÇÌØ ïîëó÷àþò ñîîò-
âåòñòâóþùèå äèïëîìû. Õîòÿ ôîðìàëüíûõ ïðåèìóùåñòâ îíè
íå äàþò, ïðèåìíûå êîìèññèè ìíîãèõ âóçîâ ó÷èòûâàþò, ÷òî
îáëàäàòåëè ýòèõ óäîñòîâåðåíèé â òå÷åíèå ïðîäîëæèòåëüíîãî
âðåìåíè ñàìîîòâåðæåííî òðóäèëèñü íàä ïðèîáðåòåíèåì çíà-
íèé, íàó÷èëèñü ñàìîñòîÿòåëüíî òâîð÷åñêè ðàáîòàòü, à ýòî
çíà÷èò, ÷òî èç íèõ ïîëó÷àòñÿ õîðîøèå ñòóäåíòû è, â äàëüíåé-
øåì, ãðàìîòíûå, âäóì÷èâûå, øèðîêî îáðàçîâàííûå ñïåöèà-
ëèñòû.

Åñëè ó âàñ èìååòñÿ òàêàÿ âîçìîæíîñòü, âû áóäåòå ÷àñòè÷íî
îáùàòüñÿ ñ íàøåé øêîëîé ñ ïîìîùüþ Èíòåðíåòà – ÷åì
äàëüøå, òåì áîëüøå.

Äëÿ ïîñòóïëåíèÿ â ÎË ÂÇÌØ íàäî óñïåøíî âûïîëíèòü
âñòóïèòåëüíóþ êîíòðîëüíóþ ðàáîòó. Ïðèåìíóþ êîìèññèþ
èíòåðåñóåò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, âàøå óìåíèå ðàññóæäàòü,
ïîïûòêè (ïóñòü ïîíà÷àëó íå ñîâñåì óäà÷íûå) ñàìîñòîÿòåëü-
íî ìûñëèòü è äåëàòü âûâîäû. Ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïîñòóïëå-
íèè ïîëüçóþòñÿ ïðîæèâàþùèå â ñåëüñêîé ìåñòíîñòè, ïîñåë-
êàõ è íåáîëüøèõ ãîðîäàõ, ãäå íåò êðóïíûõ íàó÷íûõ öåíòðîâ
è ó÷åáíûõ çàâåäåíèé è ãäå ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíîå îáðàçî-
âàíèå ìîæíî ëèøü çàî÷íî.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû íàäî íàïèñàòü íà
ðóññêîì ÿçûêå â îáû÷íîé ó÷åíè÷åñêîé òåòðàäè â êëåòêó
(íà íåêîòîðûå îòäåëåíèÿ – íà îòêðûòêå èëè íà äâîéíîì
òåòðàäíîì ëèñòå, ñì. íèæå). Æåëàþùèå ïîñòóïèòü ñðàçó
íà íåñêîëüêî îòäåëåíèé êàæäóþ ðàáîòó ïðèñûëàþò â îò-
äåëüíîé òåòðàäè. Íà îáëîæêå òåòðàäè óêàæèòå: ôàìè-
ëèþ, èìÿ, îò÷åñòâî, ãîä ðîæäåíèÿ, áàçîâîå îáðàçîâàíèå
(ñêîëüêî êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû áóäåò çàêîí÷åíî ê ñåí-
òÿáðþ 2007 ãîäà), ïîëíûé ïî÷òîâûé àäðåñ (ñ èíäåêñîì),
îòêóäà óçíàëè îá ÎË ÂÇÌØ (èç «Êâàíòà», îò äðóçåé, èç

àôèø çàî÷íîé øêîëû è ò.ï.), íà êàêîå îòäåëåíèå õîòèòå
ïîñòóïèòü.

Âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû îáðàòíî íå âûñûëàþòñÿ.
Áåç âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, òîëüêî ïî çàÿâëåíèþ, ïðèíè-

ìàþòñÿ íà èíäèâèäóàëüíîå îáó÷åíèå ïîáåäèòåëè îáëàñòíûõ
(êðàåâûõ, ðåñïóáëèêàíñêèõ) òóðîâ âñåðîññèéñêèõ îëèìïèàä
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäìåòàì, à òàêæå ó÷àñòíèêè ôèíàëü-
íûõ òóðîâ ýòèõ îëèìïèàä (íå îáÿçàòåëüíî ó÷àñòèå â ñàìûõ
ïîñëåäíèõ îëèìïèàäàõ).

Ó÷àùèåñÿ ÎË ÂÇÌØ ÷àñòè÷íî âîçìåùàþò ðàñõîäû íà
ñâîå îáó÷åíèå. Ïëàòà íåâåëèêà, íà êàæäîì îòäåëåíèè ñâîÿ.
Ïî ïðîñüáå òåõ, êòî íå â ñîñòîÿíèè âíåñòè ýòó ïëàòó,
ÎË ÂÇÌØ ãîòîâ îáðàòèòüñÿ ïî ëþáîìó àäðåñó – â øêîëó,
â îðãàí íàðîäíîãî îáðàçîâàíèÿ, ê äðóãîìó ñïîíñîðó – ñ
õîäàòàéñòâîì îá îïëàòå ýòèì áëàãîòâîðèòåëåì ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðàñõîäîâ.

Ïîìèìî èíäèâèäóàëüíîãî îáó÷åíèÿ, íà âñåõ îòäåëåíèÿõ
ÂÇÌØ, êðîìå ýêîíîìè÷åñêîãî, áèîëîãè÷åñêîãî è èíôîðìà-
òèêè, èìååòñÿ åùå îäíà ôîðìà – «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê».
Ýòî ãðóïïà ó÷àùèõñÿ, ðàáîòàþùàÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðåïî-
äàâàòåëÿ (øêîëüíîãî ó÷èòåëÿ, ïðåïîäàâàòåëÿ âóçà, ñòóäåíòà
èëè äðóãîãî ýíòóçèàñòà), êàê ïðàâèëî, ïî òåì æå ïîñîáèÿì
è ïðîãðàììàì, ÷òî è èíäèâèäóàëüíî. Ïðèåì â ýòè ãðóïïû
ïðîâîäèòñÿ äî 15 îêòÿáðÿ 2007 ãîäà. Äëÿ çà÷èñëåíèÿ
ãðóïïû òðåáóåòñÿ çàÿâëåíèå åå ðóêîâîäèòåëÿ (ñ îïèñàíèåì
åãî ïðîôåññèè è äîëæíîñòè, ñî ñïèñêîì ó÷àùèõñÿ è ÷åòêèì
óêàçàíèåì, â êàêîì êëàññå îíè áóäóò ó÷èòüñÿ ñ ñåíòÿáðÿ 2007
ãîäà); çàÿâëåíèå äîëæíî áûòü ïîäïèñàíî ðóêîâîäèòåëåì
ãðóïïû, çàâåðåíî è ïîäïèñàíî ðóêîâîäèòåëåì ó÷ðåæäåíèÿ,
ïðè êîòîðîì áóäåò ðàáîòàòü ãðóïïà. Ðàáîòà ãðóïï «Êîëëåê-
òèâíûé ó÷åíèê» ìîæåò îïëà÷èâàòüñÿ øêîëàìè êàê ôàêóëü-
òàòèâíûå çàíÿòèÿ.

Íà Ñåâåðî-Çàïàäå Ðîññèè ðàáîòàåò Çàî÷íàÿ øêîëà Ëåíèí-
ãðàäñêîãî îáëàñòíîãî Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ, ñîçäàííàÿ
ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì óíèâåðñèòåòå è èìåþùàÿ îòäåëå-
íèÿ ìàòåìàòèêè, áèîëîãèè è õèìèè.

Ïðîæèâàþùèå íà Ñåâåðî-Çàïàäå Ðîññèè (â Àðõàíãåëüñ-
êîé, Êàëèíèíãðàäñêîé, Ëåíèíãðàäñêîé, Ìóðìàíñêîé, Íîâ-
ãîðîäñêîé, Ïñêîâñêîé îáëàñòÿõ, Êàðåëüñêîé è Êîìè ðåñïóá-
ëèêàõ), æåëàþùèå ïîñòóïèòü íà îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè,
âûñûëàþò âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû ïî àäðåñó: 198097 Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, óë. Òðåôîëåâà, ä. 32, Ñåâåðî-Çàïàäíàÿ ÇÌØ (íà
ïðèåì).

Ïðîæèâàþùèå â îñòàëüíûõ ðåãèîíàõ Ðîññèè, äàëüíåì
è áëèæíåì çàðóáåæüå âûñûëàþò ñâîè ðàáîòû â àäðåñ
ÎË ÂÇÌØ èëè (ïî ìàòåìàòèêå) ñîîòâåòñòâóþùåãî ôèëèàëà.

Àäðåñ ÎË ÂÇÌØ: 119234 Ìîñêâà, Âîðîáüåâû ãîðû, ÌÃÓ,
ÎË ÂÇÌØ, íà ïðèåì (ñ óêàçàíèåì îòäåëåíèÿ)

Òåëåôîí: (495) 939-39-30

Ôèëèàëû ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ ÎË ÂÇÌØ èìå-
þòñÿ:

i ïðè óíèâåðñèòåòàõ – â ãîðîäàõ Äîíåöê (Óêðàèíà),
Åêàòåðèíáóðã, Èâàíîâî, Ìàéêîï, Óëüÿíîâñê, ×åëÿáèíñê,
ßðîñëàâëü;

i ïðè ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå â ãîðîäå Êèðîâå;
i ïðè Áðÿíñêîì öåíòðå òåõíè÷åñêîãî òâîð÷åñòâà ìîëî-

äåæè.
Íèæå âû íàéäåòå êðàòêèå ñâåäåíèÿ î êàæäîì îòäåëåíèè

ÎË ÂÇÌØ è óñëîâèÿ âñòóïèòåëüíûõ êîíòðîëüíûõ çàäàíèé.

Îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè

Èç ýòîãî îòäåëåíèÿ, îòêðûâøåãîñÿ â 1964 ãîäó, âûðîñëà
âñÿ çàî÷íàÿ øêîëà (âíà÷àëå îíà òàê è íàçûâàëàñü – ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ).

Çà âðåìÿ îáó÷åíèÿ âû áîëåå ãëóáîêî, ÷åì â îáû÷íîé øêîëå,



ñìîæåòå îñîçíàòü îñíîâíûå èäåè, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ
êóðñ ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, ïîçíàêîìèòüñÿ (ïî æåëà-
íèþ) ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè, íå âõîäÿùèìè ñåé÷àñ
â øêîëüíóþ ïðîãðàììó ðàçäåëàìè, à òàêæå ïîó÷èòüñÿ ðå-
øàòü îëèìïèàäíûå çàäà÷è. Íà ïîñëåäíåì êóðñå áîëüøîå
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîäãîòîâêå ê ñäà÷å øêîëüíûõ âûïóñê-
íûõ ýêçàìåíîâ è âñòóïèòåëüíûõ ýêçàìåíîâ â âóçû.

Íà îòäåëåíèè ñîçäàíû ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå êîìïëåêñû,
ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ çàî÷íîãî îáó÷åíèÿ. ×àñòü èç íèõ
èçäàíà ìàññîâûì òèðàæîì. Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåâîä óæå
àïðîáèðîâàííûõ è âíîâü ñîçäàâàåìûõ ìàòåðèàëîâ íà ýëåê-
òðîííûé ÿçûê â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå, îòäåëåíèå ãîòîâèòñÿ
ê ðàáîòå â Èíòåðíåòå. Ïðàêòè÷åñêè êàæäûé ãîä èçäàþòñÿ è
«ïðîõîäÿò îáêàòêó» íîâûå ïîñîáèÿ, ðàñøèðÿþùèå è äîïîë-
íÿþùèå ïðîãðàììó îáó÷åíèÿ.

Îêîí÷èâøèå îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè ïîëó÷àò, â çàâèñèìîñ-
òè îò æåëàíèÿ è ñïîñîáíîñòåé, ëèáî ïîäãîòîâêó, íåîáõîäè-
ìóþ äëÿ âûáîðà ìàòåìàòèêè êàê ïðîôåññèè, ëèáî ìàòåìàòè-
÷åñêóþ áàçó äëÿ óñïåøíîãî óñâîåíèÿ âóçîâñêîãî êóðñà ìàòå-
ìàòèêè, ëåæàùåãî â îñíîâå ïðîôåññèîíàëüíîé ïîäãîòîâêè ïî
äðóãèì ñïåöèàëüíîñòÿì: âåäü ñåé÷àñ ìàòåìàòèêà ñëóæèò
ìîùíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèé âî ìíîãèõ îòðàñëÿõ
÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Ïîñòóïèâøèå â ýòîì ãîäó íà
ïåðâûé êóðñ ñìîãóò âûáèðàòü íîâûå ïîñîáèÿ, ðàçðàáîòàííûå
äëÿ áóäóùèõ ôèçèêîâ è áèîëîãîâ, õèìèêîâ è èñòîðèêîâ...

Îáó÷åíèå äëèòñÿ 5 ëåò. Ìîæíî ïîñòóïèòü íà ëþáîé êóðñ.
Äëÿ ýòîãî ê ñåíòÿáðþ 2007 ãîäà íàäî èìåòü ñëåäóþùóþ áàçó:
íà 1-é êóðñ – 6 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû, íà 2-é êóðñ – 7
êëàññîâ, íà 3-é – 8, íà 4-é – 9, íà 5-é – 10 êëàññîâ. Ïðè ýòîì
ïîñòóïèâøèì íà 2-é, 3-é è 4-é êóðñû áóäåò ïðåäëîæåíà ÷àñòü
çàäàíèé çà ïðåäûäóùèå êóðñû. Äëÿ ïîñòóïèâøèõ íà 5-é êóðñ
îáó÷åíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñïåöèàëüíîé èíòåíñèâíîé ïðîãðàì-
ìå ñ óïîðîì íà ïîäãîòîâêó â âóç.

Äëÿ ïîñòóïëåíèÿ íàäî ðåøèòü õîòÿ áû ÷àñòü çàäà÷ ïîìå-
ùåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû (îêîëî íîìåðà êàæäîé
çàäà÷è â ñêîáêàõ óêàçàíî, ó÷àùèìñÿ êàêèõ êëàññîâ îíà
ïðåäíàçíà÷åíà; âïðî÷åì, ìîæíî, êîíå÷íî, ðåøàòü è çàäà÷è
äëÿ áîëåå ñòàðøèõ êëàññîâ). Íà îáëîæêå òåòðàäè íàïèøèòå,
íà êàêîé êóðñ âû õîòèòå ïîñòóïèòü.

Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 15 àïðåëÿ
2007 ãîäà.

Ãðóïïû «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» (íà âñå êóðñû ïî ëþáîé
ïðîãðàììå) ïðèíèìàþòñÿ áåç âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû.

Çàäà÷è

1 (6–10). Îäíîâðåìåííî íà÷èíàþò áèòü 3 êîëîêîëà. Ïåð-
âûé áüåò ñ èíòåðâàëîì ìåæäó  óäàðàìè 4/3 ñåêóíäû, âòîðîé
– 5/3 ñåêóíäû, à òðåòèé – 2 ñåêóíäû. Ñîâïàäàþùèå ïî
âðåìåíè óäàðû êîëîêîëîâ âîñïðèíèìàþòñÿ êàê îäèí óäàð.
Ñêîëüêî óäàðîâ áóäåò óñëûøàíî çà 1 ìèíóòó, ñ÷èòàÿ ïåðâûé
è ïîñëåäíèé?

2 (6–10). Êàêîâî íàèáîëüøåå âîçìîæíîå îòíîøåíèå ïÿòè-
çíà÷íîãî ÷èñëà ê ñóììå åãî öèôð?

3 (8 – 10). Ïóñòü AD è ÂÅ – ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ,
Î – òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ, à ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
ðàâíà S. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÑDOE.

4 (6–10). Èìååòñÿ 80 àâòîìàøèí è ìîòîöèêëîâ, ïðè÷åì 3
ìîòîöèêëà – ñ êîëÿñêàìè (ó íèõ 3 êîëåñà), à îñòàëüíûå – áåç
êîëÿñîê. Âñå ýòè àãðåãàòû èìåþò âìåñòå 279 êîëåñ (áåç ó÷åòà
çàïàñíûõ). Ñêîëüêî ñðåäè íèõ àâòîìàøèí?

5 (7–10). Èçâåñòíî, ÷òî x, y, z – öåëûå ÷èñëà è ÷òî
1 7

.
1 17

1
x

y
z

=

+

+

Íàéäèòå x, y è z.

6 (9–10). Íàéäèòå óãëû ðîìáà, ñòîðîíà êîòîðîãî åñòü
ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåæäó åãî äèàãîíàëÿìè (ò.å. êâàäðàò
ñòîðîíû ðîìáà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ åãî äèàãîíàëåé).

7 (6–10). Äàíû òðè ðàçëè÷íûå öèôðû. Èç íèõ ìîæíî
ñîñòàâèòü øåñòü äâóçíà÷íûõ ÷èñåë áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ öèôð.
Åñëè ñëîæèòü âñå ýòè ÷èñëà, ïîëó÷èòñÿ 528. Íàéäèòå
öèôðû.

8 (6–10). Ïóñòü ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà – öåëûå ÷èñëà,
à åãî ïåðèìåòð è ïëîùàäü ðàâíû îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó.
Íàéäèòå âñå òàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè.

9 (7–10). Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèå 8 7 1.x x+ +

10 (8–10). Íàéäèòå ñóììó öèôð âñåõ öåëûõ ÷èñåë îò 1 äî
10 1

n
- .

11 (8–10). Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

4 3 2

4 3 2

2 ,

2 .

. . . 3 3

3 3 3 . .

Ï - + = -Ô

Ì

- + = -ÔÓ

12 (7–10). ×åìó ìîã ðàâíÿòüñÿ óãîë ìåæäó ÷àñîâîé è
ìèíóòíîé ñòðåëêàìè ÷àñîâ, åñëè åãî âåëè÷èíà ïîâòîðèëàñü
ðîâíî ÷åðåç 30 ìèíóò?

Îòäåëåíèå áèîëîãèè

Íàáîð îáúÿâëÿåòñÿ â 34-é ðàç. Çà÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ íà
êîíêóðñíîé îñíîâå ïî ðåçóëüòàòàì âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû. Â
êîíêóðñå ìîãóò ïðèíÿòü ó÷àñòèå øêîëüíèêè, êîòîðûå â ýòîì
ó÷åáíîì ãîäó çàíèìàþòñÿ â 8 èëè 9 êëàññå, íåçàâèñèìî îò
ìåñòà ïðîæèâàíèÿ. Îáó÷åíèå â ïåðâîì ñëó÷àå äëèòñÿ 3 ãîäà,
âî âòîðîì – 2 ãîäà.

Ó÷àùèìñÿ âîñüìûõ êëàññîâ íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷è
1–5 ïîìåùåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòîé, ó÷àùèìñÿ
äåâÿòûõ êëàññîâ – çàäà÷è 3–7.

Â îòâåòàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ôàêòû, íàéäåííûå â
ëèòåðàòóðå, è ñîáñòâåííûå èäåè. Ïðîñèì äëÿ ñâåäåíèé,
ïî÷åðïíóòûõ èç êíèã, ïðèâîäèòü ññûëêè íà èñòî÷íèêè.

Âìåñòå ñ ðàáîòîé ïðèøëèòå êîíâåðò ñ ìàðêîé è çàïîëíåí-
íûì àäðåñîì (äëÿ îòïðàâêè âàì ðåøåíèÿ Ïðèåìíîé êîìèñ-
ñèè).

Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 15 ìàÿ 2007
ãîäà.

Çàäà÷è

1. Ïåðåä âàìè – ïåðå÷åíü ãðèáîâ: äîæäåâèê, ìóêîð, ìóõî-
ìîð, îïåíîê, ïåíèöèëë, ïîäîñèíîâèê, ñìîð÷îê, ñïîðûíüÿ,
òðóòîâèê. Ïðåäëîæèòå êàê ìîæíî áîëüøå ïðèçíàêîâ, ïî êî-
òîðûì èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû â êàæäîé
ãðóïïå îêàçàëîñü íå ìåíüøå äâóõ îðãàíèçìîâ. Äëÿ êàæäîãî
ïðèçíàêà óêàæèòå, êàêèå ãðèáû â êàêóþ ãðóïïó ïîïàäóò.

2. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïðèìåò, ïîçâîëÿþùèõ íà îñíîâà-
íèè æèçíåäåÿòåëüíîñòè æèâîòíûõ èëè ðàñòåíèé ïðåäñêàçû-
âàòü ïîãîäó íà áëèæàéøèå äíè ëèáî äàâàòü áîëåå äîëãîñðî÷-
íûå ïðîãíîçû. Õîòÿ ïðèìåòû íå âñåãäà ñáûâàþòñÿ, ýôôåê-
òèâíîñòü ìíîãèõ èç íèõ äîâîëüíî âûñîêà. Îáúÿñíèòå, êàê
ñâÿçàíû íàáëþäàåìûå ïðèçíàêè ñ îæèäàåìûìè ïðèðîäíûìè
ÿâëåíèÿìè, ðàññìîòðåâ ðàçëè÷íûå íàðîäíûå ïðèìåòû èëè
ïðèäóìàâ ïðèìåòû ñàìîñòîÿòåëüíî.

3. Íàðÿäó ñ õèìè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè çàùèòû êóëüòóðíûõ
ðàñòåíèé èñïîëüçóþòñÿ áèîëîãè÷åñêèå – æèâûå îðãàíèçìû,
âûïóñê êîòîðûõ íà ïîëÿ (ñàäû, îãîðîäû) òåì èëè èíûì
ñïîñîáîì ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ óðîæàÿ èëè óëó÷øåíèþ
êà÷åñòâà ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ïðîäóêöèè. Ïðåäëîæèòå ðàç-
íûå ñïîñîáû, êîòîðûìè áèîëîãè÷åñêèå ñðåäñòâà çàùèòû
ðàñòåíèé ìîãóò âûçûâàòü ýòè ýôôåêòû. Ïîñòàðàéòåñü äëÿ
êàæäîãî èç óêàçàííûõ âàìè ñïîñîáîâ ïðèâåñòè ïî îäíîìó-
äâà ïðèìåðà åãî ðåàëèçàöèè.
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4. Êàê âû äóìàåòå, ïî÷åìó ó æèâîòíûõ ðâàíûå ðàíû
çàæèâàþò ëó÷øå ðåçàíûõ, à ó ðàñòåíèé – íàîáîðîò?

5. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ëåêàðñòâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ
äîñòèæåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ôèçèîëîãè÷åñêîãî ýôôåêòà:
ïîòîãîííûå, ìî÷åãîííûå, êðîâîîñòàíàâëèâàþùèå, æàðîïî-
íèæàþùèå è äð. Íóæíî ëè âñå ýòî ðàçíîîáðàçèå? Äàâàéòå
ïîïðîáóåì äëÿ êàæäîãî ýôôåêòà âûáðàòü ëó÷øèé ïðåïàðàò.
Ñîñòàâüòå ïëàí ïîäîáíîãî èññëåäîâàíèÿ, îáúÿñíèâ, êàêèå
õàðàêòåðèñòèêè ëåêàðñòâ âû áóäåòå ñðàâíèâàòü. Êàê âû
äóìàåòå, óäàñòñÿ ëè äëÿ äîñòèæåíèÿ êàæäîãî ôèçèîëîãè÷åñ-
êîãî ýôôåêòà âûáðàòü åäèíñòâåííûé ïðåïàðàò è îòêàçàòüñÿ
îò âñåõ îñòàëüíûõ àíàëîãè÷íûõ ëåêàðñòâ? Îòâåò îáîñíóéòå.

6. Ïðåäñòàâèì ñåáå ôàíòàñòè÷åñêóþ ìóòàöèþ, êîãäà ó
÷åëîâåêà ïðè ñîõðàíåíèè ðàçìåðîâ òåëà è âñåõ åãî îðãàíîâ â
íåñêîëüêî ðàç óìåíüøàþòñÿ ðàçìåðû ñîñòàâëÿþùèõ èõ êëå-
òîê – ò.å. òîò æå îáúåì çàïîëíåí áóëüøèì ÷èñëîì êëåòîê.
Êàê âû äóìàåòå, ê êàêèì ïîñëåäñòâèÿì ïðèâåäåò ýòà ìóòà-
öèÿ? (Åñëè äëÿ êàêèõ-òî èç âàøèõ èäåé ñóùåñòâåííî,
óìåíüøèëèñü ëè êëåòêè âî âñåõ òðåõ èçìåðåíèÿõ èëè íåò,
ðàññìîòðèòå îáà âàðèàíòà.)

7. Îò ÷åãî çàâèñèò âðåìÿ æèçíè òåõ èëè èíûõ êëåòîê
÷åëîâåêà èëè äðóãîãî ìíîãîêëåòî÷íîãî îðãàíèçìà? Îáúÿñíè-
òå, ÷òî ìîæåò âûçûâàòü íåîáõîäèìîñòü èõ ãèáåëè è êîãäà îíà
ïðîèñõîäèò. Ïîñòàðàéòåñü ïðåäëîæèòü êàê ìîæíî áîëüøå
âàðèàíòîâ îòâåòà.

Îòäåëåíèå ôèçèêè

Îòäåëåíèå ðàáîòàåò 15 ëåò. Îáó÷åíèå îäíî-, äâóõ- è
òðåõãîäè÷íîå. Íà òðåõãîäè÷íûé ïîòîê ïðèíèìàþòñÿ îêàí÷è-
âàþùèå â 2007 ãîäó 8 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû, íà äâóõãîäè÷-
íûé – 9 êëàññîâ è íà îäíîãîäè÷íûé – 10 êëàññîâ. Äëÿ
ïîñòóïëåíèÿ íà òðåõãîäè÷íûé ïîòîê íóæíî ðåøèòü çàäà÷è
1–5 ïðèâåäåííîé íèæå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, íà äâóõãîäè÷-
íûé ïîòîê – çàäà÷è 4–9 è íà îäíîãîäè÷íûé – çàäà÷è 5–10.
Èíäèâèäóàëüíûå ó÷àùèåñÿ, îêàí÷èâàþùèå 10 êëàññ, ìîãóò
ïðîéòè ïðîãðàììó äâóõãîäè÷íîãî ïîòîêà çà îäèí ãîä, òîãäà
íóæíî íàïèñàòü «10+11» íà îáëîæêå òåòðàäè è ðåøàòü
çàäà÷è 4–10.

Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 1 èþíÿ 2007
ãîäà.

Ãðóïïû «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» ïðèíèìàþòñÿ â 9, 10 è 11
êëàññû áåç âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, òîëüêî ïî çàÿâëåíèþ
ðóêîâîäèòåëÿ.

Àäðåñ îòäåëåíèÿ â Èíòåðíåòå: http://phys.problems.ru

Çàäà÷è

1. Òóðèñò ïðîïëûë íà êàòåðå âíèç ïî ðåêå îò îäíîé
ïðèñòàíè äî äðóãîé, ïîñëå ÷åãî ñðàçó ïåðåñåë â ëîäêó è
âåðíóëñÿ îáðàòíî. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òóðèñòà ñîñòàâèëà

1 12 *ì ÷v = . Â äðóãîé ðàç îí ïðîäåëàë ïåðâóþ ïîëîâèíó
ïóòè íà ëîäêå, à âåðíóëñÿ íà êàòåðå, ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ
ñêîðîñòü òóðèñòà îêàçàëàñü ðàâíîé 2 15 *ì ÷v = . Íàéäèòå
ñêîðîñòè êàòåðà è ëîäêè îòíîñèòåëüíî âîäû, åñëè ñêîðîñòü
òå÷åíèÿ ðåêè u = 2 êì/÷.

2. Â ñîñóä ñ òåïëîé âîäîé îïóñêàþò òåëî îáúåìîì V,
âíóòðè êîòîðîãî èìååòñÿ ïîëîñòü îáúåìîì 2V/3, çàïîëíåí-
íàÿ ëüäîì. Òåëî âíà÷àëå ïîãðóæàåòñÿ íà 5/6 ñâîåãî îáúåìà.
Ëåä íà÷èíàåò ìåäëåííî òàÿòü, ïðè ýòîì ïîëîñòü ñîîáùàåòñÿ
ñ âîäîé â ñîñóäå ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â òåëå. Óòîíåò ëè
òåëî, êîãäà âåñü ëåä ðàñòàåò?

3. Íà öîêîëå îäíîé èç ëàìï íàïèñàíî 30 Â, 15 Âò, à íà
öîêîëå äðóãîé íàïèñàíî 80 Â, 40 Âò. Ñïèðàëè ëàìï ñäåëàíû
èç îäíîãî ìàòåðèàëà è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî äëèíîé. Ëàìïû
ñîåäèíÿþò ïîñëåäîâàòåëüíî è ïîäêëþ÷àþò ê èñòî÷íèêó ïî-
ñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U = 110 Â, ïðè ýòîì â ëàìïàõ

âûäåëÿåòñÿ ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü P = 50 Âò. Íàéäèòå, âî
ñêîëüêî ðàç ïðè òàêîì ïîäêëþ÷åíèè ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé
ëàìïû îòëè÷àåòñÿ îò ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè ðàáîòå ëàìïû â
ðåæèìå, íà êîòîðûé îíà ðàññ÷èòàíà.

4. Äâà æóêà, íàõîäÿùèåñÿ â âåðøèíàõ À è Ñ êâàäðàòà
ÀÂÑD, íà÷èíàþò ïîëçòè âäîëü ñòîðîí ýòîãî êâàäðàòà ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå. Ñêîðîñòè æóêîâ îäèíàêîâû. Íàðèñóéòå
òðàåêòîðèþ îäíîãî èç æóêîâ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ
äðóãèì æóêîì.

5. Ñîëíå÷íûå ëó÷è ïàäàþò íà ñîáèðàþùóþ ëèíçó ñ ôîêóñ-
íûì ðàññòîÿíèåì 1 10 “ìF =  ÷åðåç êðóãëîå îòâåðñòèå â
íåïðîçðà÷íîì ýêðàíå. Çà ëèíçîé íà ðàññòîÿíèè l = 40 ñì îò
íåå óñòàíîâëåí âòîðîé ýêðàí, ðàäèóñ ñâåòîâîãî ïÿòíà íà íåì
r = 12 ñì. Êàêèì îêàæåòñÿ ðàäèóñ ýòîãî ïÿòíà, åñëè ïîñåðå-
äèíå ìåæäó ëèíçîé è âòîðûì ýêðàíîì ïîñòàâèòü åùå îäíó
ëèíçó ñ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì 2 20 “ìF = ?

6. Ê êîíöàì íèòè, ïåðåáðîøåííîé ÷åðåç áëîê, ïðèâÿçàíû
äâà òåëà ìàññàìè 1 1 *ãm =  è 2 2 *ãm = . Òåëà óäåðæèâàþò
òàê, ÷òî ïåðâîå íàõîäèòñÿ íà 1 ìhΔ =  íèæå âòîðîãî. Â
íåêîòîðûé ìîìåíò òåëà îòïóñêàþò. Ñïóñòÿ êàêîå âðåìÿ
ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè ïî âåðòèêàëè ñíîâà ñòàíåò ðàâíûì
1 ì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî â ìîìåíò, êîãäà òåëà îêàçàëèñü íà
îäíîé âûñîòå, íèòü îáîðâàëàñü? Áëîê è íèòü èäåàëüíûå.

7. Òåëî, áðîøåííîå â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, äîëæ-
íî óïàñòü íà çåìëþ íå áëèæå L = 10 ì ïî ãîðèçîíòàëè îò ìåñòà
áðîñàíèÿ. Ñ êàêîé âûñî-
òû íóæíî ïðîèçâåñòè áðî-
ñîê, ÷òîáû ñêîðîñòü òåëà
ïðè ïàäåíèè íà çåìëþ
áûëà ìèíèìàëüíîé?

8. Ê êîíöàì ïàëî÷êè
äëèíîé L = 20 ñì ïðèëî-
æåíû ñèëû 1 1 HF =  è

2 2 HF = , íàïðàâëåííûå
ïîä óãëîì 45α = ∞  ê ïàëî÷êå (ðèñ.1). Ñ êàêîé ñèëîé F íóæíî
ïîäåéñòâîâàòü íà ýòó ïàëî÷êó, ÷òîáû îíà îñòàâàëàñü â
ðàâíîâåñèè? Êóäà äîëæíà áûòü ïðèëîæåíà ýòà ñèëà?

9. Ïî ñòîëó ìîæåò åçäèòü òåëåæêà ìàññîé M, ê êîòîðîé ñ
ïîìîùüþ èäåàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k ïðèêðåïëåí
áðóñîê ìàññîé m (ðèñ.2). Â
íà÷àëüíûé ìîìåíò òåëà ïî-
êîÿòñÿ, à ïðóæèíà ñæàòà íà
âåëè÷èíó LΔ . Êàêîé áóäåò
ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü áðóñ-
êà îòíîñèòåëüíî òåëåæêè,
åñëè ñèñòåìó ïðåäîñòàâèòü
ñàìîé ñåáå? Òðåíèåì ìåæäó áðóñêîì è òåëåæêîé ïðåíåáðå÷ü.

10. Íàä ìîëåì îäíîàòîìíî-
ãî èäåàëüíîãî ãàçà ïðîâîäÿò
öèêë 1–2–3–1, èçîáðàæåííûé
íà p–T-äèàãðàììå (ðèñ.3). Íà-
÷àëüíûå äàâëåíèå è òåìïå-
ðàòóðà ãàçà ðàâíû 1p  è 1T

ñîîòâåòñòâåííî, òåìïåðàòóðà
ãàçà â òî÷êå 2 ðàâíà 

2T =

11,5T= . Íàéäèòå ðàáîòó ãàçà
çà öèêë è ÊÏÄ òåïëîâîé ìà-
øèíû, ðàáîòàþùåé ïî òàêîìó
öèêëó.

Îòäåëåíèå õèìèè

Îòäåëåíèå îòêðûëîñü 13 ëåò íàçàä. Íà îòäåëåíèå ïðèíèìà-
þòñÿ ó÷àùèåñÿ, èìåþùèå áàçîâîå îáðàçîâàíèå â îáúåìå
8, 9 è 10 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû.

Ïîëíàÿ ïðîãðàììà îáó÷åíèÿ íà îòäåëåíèè – òðè ãîäà.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



Ïðîãðàììà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå îäíîãîäè÷íûå êóðñû:
– îáùàÿ õèìèÿ (ñ ýëåìåíòàìè íåîðãàíè÷åñêîé õèìèè);
– íåîðãàíè÷åñêàÿ õèìèÿ;
– îðãàíè÷åñêàÿ õèìèÿ;
– õèìèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû (ïîëãîäà).
Åñëè âû õîòèòå íàó÷èòüñÿ ðåøàòü çàäà÷è, âàì áóäåò

ïîëåçåí êóðñ «Ìåòîäû ðåøåíèé çàäà÷ ïî õèìèè». Åãî ìîæíî
ñîâìåùàòü ñ äðóãèìè êóðñàìè.

Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î ïðîãðàììå è ïîðÿäêå îáó÷å-
íèÿ âûñûëàþòñÿ âìåñòå ñ èçâåùåíèåì î ðåøåíèè Ïðèåìíîé
êîìèññèè.

Çàäà÷è âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû, ïîìåùåííûå íèæå, – îáùèå
äëÿ âñåõ ïîñòóïàþùèõ, íåçàâèñèìî îò áàçîâîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 15 èþíÿ 2007
ãîäà.

Ãðóïïû «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» ïðèíèìàþòñÿ áåç âñòóïè-
òåëüíîé ðàáîòû, òîëüêî ïî çàÿâëåíèþ ðóêîâîäèòåëÿ.

Çàäà÷è

1. Çàïèøèòå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå ñëåäóþ-
ùèõ ñîëåé â âîäíûõ ðàñòâîðàõ: à) 2 3Na SiO ; á) MgOHCl;
â) ( )4 4 2

NH Al SO ; ã) 4CrClSO ; ä) 2 4KH AsO .
2. Íåèçâåñòíûé ãàç èìååò ïëîòíîñòü ïî ãåëèþ 20,25.

Ïðåäïîëîæèòå, îñíîâûâàÿñü íà ðàñ÷åòå, ÷òî ýòî çà
ãàç. Ïîñòàðàéòåñü íàéòè âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

3. Êàêèå âåùåñòâà ïîëó÷àþòñÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ
âîäîé: à) 2SOBr ; á) 3NCl ; â) 5BrF ; ã) 2 2Na C ; ä) 2Mg Si ?
Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàêöèé.

4. 32,0 ã ñåðû ñîæãëè â 16,8 ë êèñëîðîäà. Ïðîäóêò ñãîðàíèÿ
ïðîïóñòèëè ÷åðåç 200 ã 20%-ãî ðàñòâîðà ãèäðîêñèäà íàòðèÿ.
Íàéäèòå ìàññû âñåõ êîìïîíåíòîâ  ðàñòâîðà.

5. Öèòðàëü (áîëåóòîëÿþùåå è ïðîòèâîâîñïàëèòåëüíîå ñðåä-
ñòâî) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 3,7-äèìåòèëîêòàäèåí-2,6-àëü. Èçîá-
ðàçèòå ñòðóêòóðíóþ ôîðìóëó öèòðàëÿ è ôîðìóëû âîç-
ìîæíûõ ïðîäóêòîâ åãî âçàèìîäåéñòâèÿ: à) ñ HBr; á) ñ

( )3 2
Ag NH OHÈ ˘

Î ˚
.

Îòäåëåíèå ôèëîëîãèè

Îòäåëåíèå ñóùåñòâóåò ñ 1989 ãîäà. Çà ýòî âðåìÿ ïîäãîòîâ-
ëåíî è èçäàíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî óíèêàëüíûõ ó÷åáíûõ
ïîñîáèé ïî ðóññêîìó ÿçûêó, îáùåìó ÿçûêîçíàíèþ, èñòîðèè
è òåîðèè ëèòåðàòóðû.

Ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþùèå, èìåþùèå áàçîâóþ ïîäãîòîâ-
êó â îáúåìå 8 êëàññîâ.

Îòäåëåíèå ïðåäëàãàåò íà âûáîð 15 ó÷åáíûõ ïðîãðàìì.
Âû õîòèòå èñïðàâèòü ãðàìîòíîñòü? Ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ëþáî-

ïûòíûìè ïðîáëåìàìè òåîðèè è ïðàêòèêè ðóññêîãî ÿçûêà?
Îñâîèòü ïðèåìû ëèíãâèñòè÷åñêîãî èëè ëèòåðàòóðîâåä÷åñêî-
ãî àíàëèçà? Íàó÷èòüñÿ ãîâîðèòü ïî-àíãëèéñêè è ïîíèìàòü
àíãëèéñêóþ ðå÷ü? Óçíàòü êîå-÷òî î æóðíàëèñòèêå è îöåíèòü
ñâîè òâîð÷åñêèå ñïîñîáíîñòè? Ïðèîáðåñòè íàâûêè, íåîáõî-
äèìûå äëÿ óñïåøíîé ñäà÷è ýêçàìåíîâ â âóç? Òîãäà ïðèøëèòå
íàì âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó – îòâåòû íà âîïðîñû ïîìåùåííîãî
íèæå òåñòà.

Âíèìàíèå! Îòâå÷àéòå íà âîïðîñû òåñòà íà äâîéíîì òåòðàä-
íîì ëèñòå. Íà ïåðâîé ñòðàíèöå óêàæèòå âàæíûå äëÿ íàñ
äàííûå: Ô.È.Î., êàêîé êëàññ çàêàí÷èâàåòå, ïîëíûé (ñ èí-
äåêñîì!) ïî÷òîâûé àäðåñ, òåëåôîí (åñëè åñòü). Çàòåì ïîëíî-
ñòüþ ïåðåïèøèòå óñëîâèÿ òåñòà è âûïîëíèòå çàäàíèÿ 1 –
5 (âïèøèòå èëè ïîä÷åðêíèòå íóæíîå, ðàññòàâüòå ñîîòâåòñòâó-
þùèå öèôðû).

Òåñò

1. Âïèøèòå íóæíîå
Ê 1 ñåíòÿáðÿ 2007 ãîäà ÿ çàêîí÷ó __ êëàññ.
Ìîÿ ñðåäíÿÿ îöåíêà:

ïî ðóññêîìó ÿçûêó __;
ïî ëèòåðàòóðå __.
2. Ïîä÷åðêíèòå íóæíîå
Ìîÿ ãðàìîòíîñòü:
à) àáñîëþòíàÿ;
á) âïîëíå ïðèëè÷íàÿ;
â) òàê ñåáå;
ã) íèçêàÿ.
3. Ðàññòàâüòå öèôðû îò 1 äî 8 â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì,

íàñêîëüêî äëÿ âàñ âàæíû ñëåäóþùèå çàäà÷è (1 – ñàìîå
âàæíîå; 8 – íàèìåíåå âàæíîå):

__óçíàòü êàê ìîæíî áîëüøå îá óñòðîéñòâå ðóññêîãî ÿçûêà;
__óçíàòü êàê ìîæíî áîëüøå î ðóññêîé ëèòåðàòóðå;
__íàó÷èòüñÿ õîðîøî è ëîãè÷íî âûðàæàòü ñâîè ìûñëè â

ñî÷èíåíèè;
__ïèñàòü ãðàìîòíåå;
__óçíàòü áîëüøå îá óñòðîéñòâå ÿçûêîâ ìèðà;
__óçíàòü áîëüøå î òîì, ÷òî çà íàóêà – ëèòåðàòóðîâåäåíèå;
__íàó÷èòüñÿ ÷èòàòü è ãîâîðèòü íà àíãëèéñêîì ÿçûêå;
__ïîïðîáîâàòü ñâîè ñèëû â æóðíàëèñòèêå.
4. Ïîä÷åðêíèòå íóæíîå
Íàäåþñü, ÷òî ó÷åáà íà ôèëîëîãè÷åñêîì îòäåëåíèè

ÎË ÂÇÌØ äàñò ìíå âîçìîæíîñòü:
à) óäîâëåòâîðèòü ñâîå ïðèðîäíîå ëþáîïûòñòâî;
á) çàíÿòüñÿ â ñâîáîäíîå âðåìÿ òåì, ÷òî ìíå èíòåðåñíî;
â) èñïðàâèòü øêîëüíûå îöåíêè ïî ðóññêîìó ÿçûêó è

ëèòåðàòóðå;
ã) ïðèîáðåñòè çíàíèÿ è íàâûêè, íåîáõîäèìûå äëÿ óñïåø-

íîé ñäà÷è ýêçàìåíîâ â âóç.
5. Ïîä÷åðêíèòå íóæíîå
Ñêîðåå âñåãî, ÿ áóäó ïîñòóïàòü â âóç:
à) íà ôèëîëîãè÷åñêóþ ñïåöèàëüíîñòü, ãäå ïèøóò ñî÷èíå-

íèå è ñäàþò ðóññêèé óñòíî;
á) íà ãóìàíèòàðíóþ ñïåöèàëüíîñòü, ãäå ïèøóò ñî÷èíåíèå;
â) â íåãóìàíèòàðíûé âóç è ïèñàòü ñî÷èíåíèå;
ã) â íåãóìàíèòàðíûé âóç è ïèñàòü äèêòàíò;
ä) ìíå âàæíî øêîëó çàêîí÷èòü!
Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 1 èþíÿ 2007

ãîäà.
Âìåñòå ñ ðàáîòîé ïðèøëèòå, ïîæàëóéñòà, ñòàíäàðòíûé

êîíâåðò ñ ìàðêîé è çàïîëíåííûì âàøèì àäðåñîì (ñ èíäåê-
ñîì) äëÿ îòâåòà Ïðèåìíîé êîìèññèè.

Ãðóïïàì «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» ïðåäëàãàþòñÿ êóðñû ïî
ðóññêîìó ÿçûêó è ëèòåðàòóðå.

Îòäåëåíèå ýêîíîìèêè

Ýêîíîìè÷åñêîå îòäåëåíèå îñíîâàíî â 1993 ãîäó. Îáó÷åíèå
ïðîâîäèòñÿ ïî äâóì îñíîâíûì ïðîãðàììàì: «Ïðèêëàäíàÿ
ýêîíîìèêà» è «Ýêîíîìèêà è ãåîãðàôèÿ». Ïðîãðàììà «Ïðè-
êëàäíàÿ ýêîíîìèêà» âêëþ÷àåò èçó÷åíèå îñíîâ ýêîíîìè÷åñ-
êîé òåîðèè, à òàêæå çíàêîìñòâî ñ ïðàêòèêîé áèçíåñà â
äåëîâîé èãðå ïî ïåðåïèñêå. Ó÷àùèåñÿ ïðîãðàììû «Ýêîíîìè-
êà è ãåîãðàôèÿ», ïîìèìî èçó÷åíèÿ îñíîâ ýêîíîìè÷åñêîé
òåîðèè, çíàêîìÿòñÿ ñ ôèçè÷åñêîé è ýêîíîìè÷åñêîé ãåîãðàôè-
åé, ó÷àñòâóþò çàî÷íî â óâëåêàòåëüíûõ ïóòåøåñòâèÿõ ïî
ñòðàíàì ìèðà.

Îêîí÷èâøèì îäíó èç îñíîâíûõ ïðîãðàìì ïðåäëàãàåòñÿ
ñïåöèàëèçàöèÿ ïî âûáîðó: «Îñíîâû ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà è
ìåíåäæìåíòà», «Áóõãàëòåðñêèé ó÷åò è ôèíàíñîâûé àíà-
ëèç», «Ìèðîâàÿ ýêîíîìèêà», «Ýêîíîìèêà Ðîññèè: ïðîøëîå,
íàñòîÿùåå è áóäóùåå».

Íà îòäåëåíèå ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþùèå ñ îáðàçîâàíèåì
íå íèæå 7 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû. Îáó÷åíèå ïðîâîäèòñÿ
ëèáî èíäèâèäóàëüíî, ëèáî â íåáîëüøèõ ãðóïïàõ (2–4 ÷åëî-
âåêà). Ôîðìû îáó÷åíèÿ «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» íà ýêîíî-
ìè÷åñêîì îòäåëåíèè íåò.
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Ó÷àùèìñÿ 10–11 êëàññîâ, æåëàþùèì ïîäãîòîâèòüñÿ îäíî-
âðåìåííî ê âñòóïèòåëüíûì ýêçàìåíàì íà ýêîíîìè÷åñêèé
ôàêóëüòåò ÌÃÓ è â äðóãèå ýêîíîìè÷åñêèå âóçû, ïðåäëàãàåò-
ñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàììà «Ýêîíîìèêà ÏËÞÑ», âêëþ÷àþ-
ùàÿ, íàðÿäó ñ ýêîíîìè÷åñêèìè äèñöèïëèíàìè, óãëóáëåííîå
èçó÷åíèå íåñêîëüêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäìåòîâ: ìàòåìàòè-
êè, îáùåñòâîçíàíèÿ, ðóññêîãî ÿçûêà è ëèòåðàòóðû. Äëÿ
øêîëüíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñÿ ãåîãðàôè÷åñêîé íàóêîé è ñî-
áèðàþùèõñÿ ïîñòóïàòü íà ãåîãðàôè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ
èëè äðóãîãî âóçà, ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà «Ãåîãðàôèÿ ÏËÞÑ»,
ñîçäàííàÿ ïðåïîäàâàòåëÿìè ÎË ÂÇÌØ è ãåîãðàôè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÌÃÓ íà îñíîâå îïûòà ïîäãîòîâèòåëüíûõ êóðñîâ
ïî ãåîãðàôèè Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Âñòóïèòåëüíàÿ ðàáîòà äëÿ ó÷àùèõñÿ äàåòñÿ â ôîðìå òåñòà.
Ðåøåíèÿ ïðèñûëàéòå òîëüêî íà îòêðûòêàõ ñ óêàçàíèåì
ïîëíîãî ïî÷òîâîãî àäðåñà è èíäåêñà, ôàìèëèè, èìåíè è
îò÷åñòâà (âñå – ïå÷àòíûìè áóêâàìè); îáÿçàòåëüíî óêàæèòå
èñòî÷íèê èíôîðìàöèè îá ÎË ÂÇÌØ è íàïèøèòå «Ýêîíîìè-
êà, âñòóïèòåëüíûé òåñò-2007». Íà îòêðûòêå äîñòàòî÷íî çàïè-
ñàòü â ñòðî÷êó íîìåðà âîïðîñîâ è ïîä êàæäûì íàïèñàòü
áóêâó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îòâåòó, êîòîðûé âû ñ÷èòàåòå ïðà-
âèëüíûì.

Â 2007 ãîäó èñïîëíÿåòñÿ 150 ëåò ó÷ðåæäåíèþ çâàíèÿ
«Ïîñòàâùèê Äâîðà Åãî Èìïåðàòîðñêîãî Âåëè÷åñòâà» –  ñàìîé
çàâåòíîé íàãðàäû äëÿ âñåõ «ïðîèçâîäÿùèõ è òîðãóþùèõ» â
Ðîññèéñêîé èìïåðèè. Ýòîò þáèëåé è ÿâëÿåòñÿ ñòåðæíåâûì â
íàøåì òåñòå. Ïðàâèëüíî îòâåòèâøèå íà âñå âîïðîñû ïîëó÷àò
èç áóêâ ñâîèõ îòâåòîâ ñëîâî, âûðàæàþùåå òî, î ÷åì ñëåäóåò
â ïåðâóþ î÷åðåäü äóìàòü êàæäîìó æèòåëþ ñâîåé ñòðàíû.

Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 15 ìàÿ 2007
ãîäà.

Òåñò

1. Áåç ó÷àñòèÿ â ìåæäóíàðîäíîé òîðãîâëå Ðîññèÿ îêàçà-
ëàñü áû ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ëèøåíà:

Î) êðàñíîãî äåðåâà è íàòóðàëüíîãî êàó÷óêà;
Í) ñàõàðà è ëèñòîâîãî ÷àÿ;
Ð) êîíîïëÿíîãî è ïîäñîëíå÷íîãî ìàñëà;
Ç) çîëîòà è þâåëèðíûõ àëìàçîâ;
Ë) áîêñèòîâ è æåëåçíîé ðóäû.
2. Êàêàÿ èç ñîâðåìåííûõ ðîññèéñêèõ êîìïàíèé áûëà

îñíîâàíà è ïîëó÷èëà øèðîêóþ èçâåñòíîñòü (ïîä äðóãèì
íàçâàíèåì) åùå â äîðåâîëþöèîííûé ïåðèîä (äî 1917 ã.):

Ò) «Êðàñíûé îêòÿáðü» (ã. Ìîñêâà);
È) «Âîëæñêèé àâòîçàâîä» («ÂÀÇ») (ã. Òîëüÿòòè);
Å) «Íîðèëüñêèé íèêåëü» (ã. Íîðèëüñê);
À) «Êðàñíîÿðñêèé àëþìèíèåâûé çàâîä» (ã. Êðàñíîÿðñê);
Î) «Âûìïåëêîì» (ã. Ìîñêâà)?
3. Ïðåäñòàâèòåëè êàêîãî ôèëîñîôñêîãî òå÷åíèÿ ñ÷èòàëè,

÷òî Ðîññèÿ åñòü òðåòèé ñåðåäèííûé ìàòåðèê, îñîáûé èñòîðè-
÷åñêèé è ýòíîãðàôè÷åñêèé ìèð; êóëüòóðíîå è ïîëèòè÷åñêîå
ëèäåðñòâî ýòîãî ìèðà ïðèçâàíî ïðèéòè íà ñìåíó ëèäåðñòâó
Çàïàäà:

Å) åâðàçèéñòâî;
Ð) íàðîäíè÷åñòâî;
Ç) ñëàâÿíîôèëüñòâî;
Ñ) àíàðõèçì;
Ä) ìàðêñèçì?
4. Âûáåðèòå âàðèàíò, â êîòîðîì çíà÷åíèå ïåðâîãî ýêîíîìè-

÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ âñåãäà áîëüøå çíà÷åíèÿ âòîðîãî:
À) ïîëåçíîñòü òîâàðà, ñòîèìîñòü òîâàðà;
Å) äîõîäû ñåìåéíîãî áþäæåòà, ðàñõîäû ñåìåéíîãî áþä-

æåòà;
×) âûðó÷êà ôèðìû, ïðèáûëü ôèðìû;
Ó) òåìï ðîñòà çàðàáîòíîé ïëàòû â ñòðàíå, òåìï ðîñòà öåí

â ñòðàíå;

Ì) ýêñïîðò ãîñóäàðñòâà, èìïîðò ãîñóäàðñòâà.
5. Òâåðñêîé êóïåö, ñîâåðøèâøèé â XV âåêå «õîæäåíèå

çà òðè ìîðÿ» è ïåðâûé èç ðóññêèõ ïîáûâàâøèé â Èíäèè, –
ýòî:

Ð) Ñåìåí Äåæíåâ;
Ë) Èâàí Êîëåñíèêîâ;
Å) Àôàíàñèé Íèêèòèí;
Ë) Âàñèëèé Ïîÿðêîâ;
Á) Ôàääåé Áåëëèíñãàóçåí.
6. Ãåðîé ðóññêîé ëèòåðàòóðû, ïîëó÷èâøèé îáðàçîâàíèå â

Ãåòòèíãåíñêîì óíèâåðñèòåòå â Ãåðìàíèè, ïîêëîííèê Êàíòà
è ïîýò – ýòî:

Ð) Ïàâåë ×è÷èêîâ (ïîýìà «Ìåðòâûå äóøè» Í.Â. Ãîãîëÿ);
Ü) Àëåêñàíäð ×àöêèé (ïîýìà «Ãîðå îò óìà» À.Ñ. Ãðèáîå-

äîâà);
Å) Èëüÿ Îáëîìîâ (ðîìàí «Îáëîìîâ» À.È. Ãîí÷àðîâà);
Î) Àíäðåé Áîëêîíñêèé (ðîìàí «Âîéíà è ìèð»

Ë.Í. Òîëñòîãî);
Ñ) Âëàäèìèð Ëåíñêèé (ïîýìà «Åâãåíèé Îíåãèí»

À.Ñ. Ïóøêèíà).
7. Ðåãèîí Ðîññèè, êðóïíûé ïîñòàâùèê íà ìèðîâîé ðûíîê

ýíåðãîðåñóðñîâ, â êîòîðîì ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêöèè â ðàñ÷å-
òå íà äóøó íàñåëåíèÿ ìàêñèìàëüíî, – ýòî:

Ö) ðåñïóáëèêà Êîìè;
Í) Íåíåöêèé àâòîíîìíûé îêðóã;
È) Ñàõàëèíñêàÿ îáëàñòü;
Å) ðåñïóáëèêà Òàòàðñòàí;
Ò) Õàíòû-Ìàíñèéñêèé àâòîíîìíûé îêðóã.
8. Çà âòîðóþ ïîëîâèíó XX âåêà âñëåäñòâèå íàó÷íî-òåõíè-

÷åñêîãî ïðîãðåññà öåíû íà êîìïüþòåðû ñíèçèëèñü â 52 ðàçà.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîèìîñòü êîìïüþòåðîâ çà ýòîò ïåðèîä
ñîêðàòèëàñü íà (óêàæèòå íàèáîëåå òî÷íûé îòâåò):

È) 5200%;
Â) 5100%;
Î) 2%;
À) 48%;
Ç) 98%.
9. Ñòðàíà çàêóïàåò ãàç ó äâóõ èíîñòðàííûõ ïîñòàâùèêîâ.

Ïåðâûé ïîñòàâëÿåò ãàç ïî öåíå 65 äîëëàðîâ çà îäíó òûñÿ÷ó
êóáîìåòðîâ, à âòîðîé – ïî öåíå 230 äîëëàðîâ çà òîò æå îáúåì.
Êàêàÿ ÷àñòü îò îáùåãî îáúåìà ïîñòàâîê ïðèõîäèòñÿ íà
âòîðîãî ïîñòàâùèêà, åñëè ïîêóïêà îäíîé òûñÿ÷è êóáîìåòðîâ
ãàçà îáõîäèòñÿ ñòðàíå â ñðåäíåì â 95 äîëëàðîâ:

Ò) ïðèìåðíî 18%;
ß) ïðèìåðíî 38%;
Å) ïðèìåðíî 54%;
Ê) ïðèìåðíî 62%;
Î) ïðèìåðíî 82%?

Îòäåëåíèå «Íðàâñòâåííîñòü, ïðàâî, çàêîí»

(ïðàâî è ãðàæäàíîâåäåíèå)

Ýòî – îäèííàäöàòûé íàáîð íà îòäåëåíèå.
Øêîëüíèêàì 8 – 11 êëàññîâ è ãðóïïàì «Êîëëåêòèâíûé

ó÷åíèê» ïðåäëàãàþòñÿ äâà êóðñà.
1) Ãîäîâîé êóðñ «Áåñåäû î ïðàâàõ ÷åëîâåêà, íðàâñòâåííî-

ñòè, ïðàâå, çàêîíå è ãîñóäàðñòâå». Â êóðñå äàþòñÿ ñîâðåìåí-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îá îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ
ïðàâîì, çàêîíîì è ãîñóäàðñòâîì, ðàññêàçûâàåòñÿ îá îñíîâàõ
ðîññèéñêîãî çàêîíîäàòåëüñòâà, î ïðàâàõ ÷åëîâåêà. Ðàçáèðà-
þòñÿ ïðèìåðû ñóäåáíûõ ïðîöåññîâ, ïðèâîäÿòñÿ îáùåêóëü-
òóðíûå ïðèìåðû, ñâÿçàííûå ñ íàïðàâëåííîñòüþ êóðñà.

2) Ïîëóòîðàãîäîâîé êóðñ «Áåñåäû îá îñíîâàõ äåìîêðà-
òèè».

Ìû ïðåäëàãàåì ïðîõîäèòü êóðñû èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå.
È òîëüêî ñòàðøåêëàññíèêè, åñëè îíè íå óñïåâàþò ïðîéòè äâà



êóðñà ïîäðÿä, íî õîòÿò îñâîèòü èìåííî âòîðîé êóðñ, ìîãóò
íà÷èíàòü ïðÿìî ñ íåãî.

Æåëàþùèå ïîñòóïèòü äîëæíû ñîîáùèòü ñâîé ïîëíûé
ïî÷òîâûé àäðåñ (è àäðåñ ýëåêòðîííîé ïî÷òû, åñëè åñòü),
ôàìèëèþ, èìÿ è îò÷åñòâî, ñêîëüêî êëàññîâ çàêîí÷åíî. Ïðè
îöåíêå âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû ìû ó÷èòûâàåì âîçðàñò (áàçî-
âîå îáðàçîâàíèå) ïîñòóïàþùåãî. Â ïèñüìî îáÿçàòåëüíî âëî-
æèòå îáû÷íûé êîíâåðò ñ ìàðêîé è âàøèì àäðåñîì (÷òîáû
ìû ìîãëè âàì îòâåòèòü) è îòâåòû íà ïðèâåäåííûå íèæå
âîïðîñû òåñòà.

Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 1 èþíÿ 2007
ãîäà.

Òåñò

1. Êòî, ïî âàøåìó ìíåíèþ, ëèøíèé â ýòîé «êîìïàíèè»:
à) Ñïàñîâè÷ Â.Ä.;
á) Êîðíèëîâ Ë.Ã.;
â) Êîíè À.Ô.;
ã) Ïëåâàêî Ô.Í.?
2. Åñëè âû íå çíàåòå îòâåòà íà êàêîé-òî âîïðîñ, êàê âû

ïîñòóïèòå:
à) ñïðîñèòå ó êîãî-òî (ó êîãî?);
á) ïîéäåòå â áèáëèîòåêó;
â) ïîèùåòå îòâåò â Èíòåðíåòå;
ã) åùå ÷òî-òî – ÷òî?
3. Ïåðåä âàìè òðè ñëîâà (òðè ïîíÿòèÿ): äåìîêðàòèÿ,

ãîñóäàðñòâî, îáùåñòâî. Ïîïðîáóéòå âûäåëèòü ïåðâè÷íîå,
îñíîâíîå, ïîíÿòèå, ïîñòàâüòå åãî ïåðâûì è ñîåäèíèòå âñå òðè
ïîíÿòèÿ ñòðåëêàìè, óêàçûâàþùèìè, ÷òî íà ÷òî âëèÿåò.

4. Êàê âû ìîæåòå îáúÿñíèòü ïîãîâîðêó: «Äóðàêàì çàêîí íå
ïèñàí»?

Îòäåëåíèå èñòîðèè

Îòäåëåíèå èñòîðèè îòêðûëîñü â 1998 ãîäó. Îáó÷åíèå íà
èñòîðè÷åñêîì îòäåëåíèè ïîçâîëèò âñåì, â òîì ÷èñëå æèòå-
ëÿì ñàìûõ îòäàëåííûõ ãîðîäîâ è äåðåâåíü, ðàñøèðèòü
ñâîé êðóãîçîð è ïîäãîòîâèòüñÿ ê ïîñòóïëåíèþ â âóç. Óñ-
ïåøíî ïðîøåäøèå ãîäîâîé êóðñ îáó÷åíèÿ ïîëó÷àþò äèï-
ëîì Îòêðûòîãî ëèöåÿ ÂÇÌØ ïðè ÌÃÓ.

À çà÷åì íóæíî èçó÷àòü èñòîðèþ? Âî-ïåðâûõ, ýòî ïðîñòî
èíòåðåñíî. Ëþáîïûòíî çíàòü, êàê æèëè êîãäà-òî ëþäè, âî
÷òî îäåâàëèñü, ÷åì ïèòàëèñü, ÷òî ÷èòàëè, êàê æåíèëèñü è
âûõîäèëè çàìóæ, çà ÷òî áîðîëèñü è íà ÷òî «íàïàðûâà-
ëèñü». Âî-âòîðûõ, ýòî ïîëåçíî. Òîëüêî çíàÿ ïðîøëîå, ìîæíî
ïîíÿòü íàñòîÿùåå è ïðîãíîçèðîâàòü áóäóùåå. Ìû ïîìîæåì
âàì â ýòîì ðàçîáðàòüñÿ.

Ñïåöèàëüíî äëÿ âàñ îïûòíûå ïðåïîäàâàòåëè ïèøóò êíèæ-
êè. Ïîñëåäíèå íîâîñòè èç ìèðà èñòîðèè âû óçíàåòå ïåðâû-
ìè! Ìû áóäåì ïîääåðæèâàòü ñ âàìè ïîñòîÿííóþ ñâÿçü.  Ïî
íàøèì êíèæêàì âû áóäåòå âûïîëíÿòü îñîáûå çàäàíèÿ è
ñîîáùàòü íàì, ÷òî âû ðàñêîïàëè. Âåäü, â ñóùíîñòè, òðóä
èñòîðèêà è ñîñòîèò èç ýòèõ ðàñêîïîê: èñòîðèê-àðõåîëîã,
êîïàÿ çåìëþ è ïåñîê, îòûñêèâàåò êðóïèöû óøåäøèõ âðå-
ìåí; èñòîðèê-àðõèâàðèóñ êîïàåòñÿ â ãðóäå áóìàã è äîñòàåò
èç àðõèâîâ è äàæå èç ÷àñòíîé ïåðåïèñêè âñå, ÷òî ìîæåò
ïîçâîëèòü åìó ïîíÿòü îáðàç âðåìåíè; èñòîðèê-òåîðåòèê êàê
óâëåêàòåëüíûé ðîìàí ÷èòàåò àðõåîëîãè÷åñêèå òàáëèöû, ñó-
õèå ñâîäêè, ñòàòèñòèêó è âîññòàíàâëèâàåò ïî íèì
æèâóþ òêàíü óøåäøåé æèçíè. Ó èñòîðèêà îñîáàÿ ïðîôåñ-
ñèÿ: îí â îäíîì ëèöå ñëåäîâàòåëü, ïðîêóðîð è àäâîêàò
âðåìåíè.

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå íà îòäåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ íà äâîé-
íîì ëèñòå áóìàãè.

Ñðîê îòïðàâêè âñòóïèòåëüíîé ðàáîòû – äî 15 ìàÿ 2007
ãîäà.

Ãðóïïû «Êîëëåêòèâíûé ó÷åíèê» ïðèíèìàþòñÿ áåç âñòóïè-
òåëüíîé ðàáîòû, òîëüêî ïî çàÿâëåíèþ ðóêîâîäèòåëÿ.

Çàäàíèå

1. Îòãàäàéòå, êòî ýòî:

i Ñ ëåãêîé ðóêè Ôðèäðèõà II åãî ïðîçâàëè «ðóññêèé
Ãàìëåò».

i Åãî îòåö – âíóê Ïåòðà I ïî ìàòåðèíñêîé ëèíèè è
âíó÷àòûé ïëåìÿííèê Êàðëà XII ïî îòöîâñêîé.

i Åãî ìàòü, íåìåöêàÿ ïðèíöåññà, ïðèåõàëà â Ðîññèþ â 15
ëåò; ïðèøëà ê âëàñòè â 33 ãîäà; ïðàâèëà 34 ãîäà, íå èìåÿ íà
òðîí çàêîííûõ ïðàâ.

i Ïðèäÿ ê âëàñòè â 42 ãîäà, îí îòìåíèë óêàç Ïåòðà I î
ïðåñòîëîíàñëåäèè, êîòîðûì ÷óòü íå âîñïîëüçîâàëàñü åãî
ìàòü, æåëàâøàÿ ïåðåäàòü âëàñòü âíóêó, ìèíóÿ ñûíà.

i Ïðàâîñëàâíûé öàðü, ãëàâà êàòîëè÷åñêîãî Ìàëüòèéñêîãî
îðäåíà.

i Ãëàâíàÿ ÷åðòà åãî ïðàâëåíèÿ – ìåëî÷íûé äåñïîòèçì.
i Âî âðåìÿ âîåííûõ ñìîòðîâ ìîã îòïðàâèòü â Ñèáèðü ïðÿìî

ñ ïëàöà çà íå÷åòêèé øàã, îòîðâàâøóþñÿ ïóãîâèöó èëè ïëîõî
íàïóäðåííûå áóêëè.

i Ïðîâåðÿë ïðåäàííîñòü ïðèäâîðíûõ âíåçàïíîé íî÷íîé
òðåâîãîé, òðåáóÿ ÿâèòüñÿ êî äâîðó áåç âñÿêîãî ïðîìåäëåíèÿ,
õîòü áû è â íî÷íîé ðóáàõå.

i Ïðè íåì çà íîøåíèå îäåæäû íà ôðàíöóçñêèé ìàíåð è
èñïîëüçîâàíèå îäíîâðåìåííî òðåõ öâåòîâ – êðàñíîãî, ñèíåãî
è áåëîãî – ïîäâåðãàëè àðåñòó.

i ×òîáû îñëàáèòü Àíãëèþ, îòïðàâèë 22 òûñÿ÷è êàçàêîâ
çàâîåâûâàòü Èíäèþ, è òîëüêî åãî ñìåðòü âåðíóëà âîèíîâ ñ
äîðîãè.

i Áîÿñü çàãîâîðà, ýòîò èìïåðàòîð ïîñòðîèë ñåáå çàìîê è â
íåì áûë óáèò.

i Åãî ñòàðøèé ñûí ìå÷òàë î êîíñòèòóöèè äëÿ Ðîññèè, à äàë
åå Ïîëüøå.

2. Íàðèñóéòå, íå áîëåå ÷åì â 7 ïðåäëîæåíèÿõ, ïîðòðåò
ðóññêîãî ïðàâèòåëÿ, îáðàç êîòîðîãî âîïëîùåí â òðàãåäèè
À.Ñ.Ïóøêèíà, çàêàí÷èâàþùåéñÿ ñòðîêîé «…íàðîä áåçìîë-
âñòâóåò».

Îòäåëåíèå èíôîðìàòèêè

Îòäåëåíèå èíôîðìàòèêè îòêðûëîñü â 2006 ãîäó. Ïðèåì
âåäåòñÿ íà êóðñ «Ïðîãðàììèðîâàíèå äëÿ íà÷èíàþùèõ».

Íà îòäåëåíèå ïðèíèìàþòñÿ âñå æåëàþùèå ñ îáðàçîâàíèåì
íå íèæå 7 êëàññîâ ñðåäíåé øêîëû. Äëÿ óñïåøíîãî âûïîëíå-
íèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäàíèé äîëæíà áûòü âîçìîæíîñòü ðàáîòû
íà êîìïüþòåðå. Çà ãîä îáó÷åíèÿ ó÷àùèåñÿ îñâîÿò îñíîâíûå
êîíñòðóêöèè ÿçûêà Ïàñêàëü, èçó÷àò ïðîñòåéøèå àëãîðèòìû
è â êà÷åñòâå èòîãîâîé ðàáîòû íàïèøóò èãðîâóþ ïðîãðàììó.

Äëÿ çà÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèñëàòü àíêåòó ñ îòâåòàìè
íà ïðèâåäåííûå íèæå âîïðîñû.

Âíèìàíèå! Îòâåòû íà âîïðîñû àíêåòû ïðèñûëàéòå íà
äâîéíîì òåòðàäíîì ëèñòå, óêàçàâ íà ïåðâîé ñòðàíèöå âàæíûå
äëÿ íàñ äàííûå: Ô.È.Î., êëàññ, êîòîðûé âû çàêàí÷èâàåòå,
ïîëíûé (ñ èíäåêñîì!) ïî÷òîâûé àäðåñ, àäðåñ ýëåêòðîííîé
ïî÷òû (åñëè åñòü). Ïèøèòå ðàçâåðíóòûå îòâåòû íà âîïðîñû.

Ñðîê îòïðàâêè àíêåòû – äî 15 ìàÿ 2007 ãîäà.

Âîïðîñû

1. Èçó÷àåòå ëè âû â øêîëå èíôîðìàòèêó? Êàêèå òåìû âû
èçó÷èëè?

2. ×òî òàêîå èíôîðìàòèêà? ×òî èçó÷àåòñÿ â ðàçäåëå
«Ïðîãðàììèðîâàíèå»?

3. Èçó÷àëè ëè âû êàêèå-íèáóäü ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ?
Êàêèå?

4. Êàêèå îïåðàöèîííûå ñèñòåìû âû çíàåòå?
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5. Êàêèå ïðîãðàììû óñòàíîâëåíû íà êîìïüþòåðå, çà
êîòîðûì âû ðàáîòàåòå?

6. Åñòü ëè ó âàñ âîçìîæíîñòü âûõîäà â Èíòåðíåò?
7. Çíàåòå ëè âû, ÷òî òàêîå: à) öèêëû; á) ìàññèâû; â)

ôóíêöèè; ã) óñëîâèÿ?
8. ×òî òàêîå ðåêóðñèÿ, èíäóêöèÿ? Â ÷åì ðàçëè÷èÿ ìåæäó

íèìè?

Ôåäåðàëüíàÿ çàî÷íàÿ ôèçèêî-
òåõíè÷åñêàÿ øêîëà ïðè ÌÔÒÈ

Ôåäåðàëüíàÿ çàî÷íàÿ ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà
(ÔÇÔÒØ) ïðè Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-òåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå
(ÌÔÒÈ) ïðîâîäèò íàáîð ó÷àùèõñÿ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ
ó÷ðåæäåíèé (øêîë, ëèöååâ, ãèìíàçèé è ò. ï.), ðàñïîëîæåí-
íûõ íà òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, íà 2007/08
ó÷åáíûé ãîä.

ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ êàê ãîñóäàðñòâåííîå ó÷ðåæäåíèå
ïðîôèëüíîãî äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ äåòåé ðàáîòàåò ñ
1966 ãîäà. Çà ïðîøåäøèå ãîäû øêîëó îêîí÷èëè áîëåå 76
òûñÿ÷ ó÷àùèõñÿ; ïðàêòè÷åñêè âñå åå âûïóñêíèêè ïîñòóïàþò
â âåäóùèå âóçû ñòðàíû, à êàæäûé âòîðîé ñòóäåíò ÌÔÒÈ –
åå âûïóñêíèê. Ôèíàíñèðóåò øêîëó Ôåäåðàëüíîå àãåíòñòâî
ïî îáðàçîâàíèþ. Îáó÷åíèå äëÿ ó÷àùèõñÿ, ïðîæèâàþùèõ â
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè, â ðàìêàõ óòâåðæäåííîãî ïëàíà
ïðèåìà – áåñïëàòíîå.

Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîå ðóêîâîäñòâî øêîëîé îñóùåñòâëÿåò
Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò), êîòîðûé ãîòîâèò âûñîêîêâàëèôèöèðî-
âàííûõ ñïåöèàëèñòîâ ïî ñîâðåìåííûì íàïðàâëåíèÿì íàóêè
è òåõíèêè. Â èõ ïîäãîòîâêå ïðèíèìàþò ó÷àñòèå âåäóùèå
îòðàñëåâûå è àêàäåìè÷åñêèå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå èí-
ñòèòóòû è íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííûå îáúåäèíåíèÿ ñòðàíû
(áàçîâûå îðãàíèçàöèè ÌÔÒÈ). Ïðåïîäàâàíèå â ÌÔÒÈ
âåäóò èçâåñòíûå ïåäàãîãè è ó÷åíûå, ñðåäè êîòîðûõ îêîëî 100
÷ëåíîâ Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. Ôèçòåõîâñêîå îáðàçîâà-
íèå ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óñïåøíî ðàáîòàòü â íàóêå, íî è
õîðîøî îðèåíòèðîâàòüñÿ â æèçíè.

Öåëü íàøåé øêîëû – ïîìî÷ü ó÷àùèìñÿ, èíòåðåñóþùèìñÿ
ôèçèêîé è ìàòåìàòèêîé, óãëóáèòü è ñèñòåìàòèçèðîâàòü ñâîè
çíàíèÿ ïî ýòèì ïðåäìåòàì, à òàêæå ñïîñîáñòâîâàòü ïðî-
ôåññèîíàëüíîìó ñàìîîïðåäåëåíèþ ó÷àùèõñÿ.

Íàáîð â 8, 9, 10 è 11 êëàññû íà 2007/08 ó÷åáíûé ãîä
ïðîâîäèòñÿ íà çàî÷íîå, î÷íî-çàî÷íîå è î÷íîå îòäåëåíèÿ.

Çàî÷íîå îòäåëåíèå (èíäèâèäóàëüíîå îáó÷åíèå)
Òåë./ ôàêñ: (495) 408-51-45
Ïðèåì íà çàî÷íîå îòäåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ íà êîíêóðñ-

íîé îñíîâå ïî ðåçóëüòàòàì âûïîëíåíèÿ âñòóïèòåëüíîãî
çàäàíèÿ ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå, ïðèâåäåííîãî íèæå. Ïîë-
íàÿ ïðîãðàììà îáó÷åíèÿ ðàññ÷èòàíà íà 4 ãîäà, ò.å. íà 8–11
êëàññû, íî ïîñòóïàòü ìîæíî â ëþáîé èç ýòèõ êëàññîâ.

Â òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîãðàììîé
ÔÇÔÒØ, ó÷åíèê áóäåò ïîëó÷àòü ïî êàæäîé òåìå çàäàíèÿ ïî
ôèçèêå è ìàòåìàòèêå (4 çàäàíèÿ ïî êàæäîìó ïðåäìåòó äëÿ 8
êëàññà, 6–7 çàäàíèé ïî êàæäîìó ïðåäìåòó äëÿ 9, 10 è

11 êëàññîâ), à çàòåì – ðåêîìåíäóåìûå àâòîðñêèå ðåøåíèÿ
ýòèõ çàäàíèé âìåñòå ñ ïðîâåðåííîé ðàáîòîé. Çàäàíèÿ ñîäåð-
æàò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ðàçáîð õàðàêòåðíûõ ïðèìåðîâ
è çàäà÷ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåìå è 8–12 êîíòðîëüíûõ
âîïðîñîâ è çàäà÷ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Ýòî è
ïðîñòûå çàäà÷è, è áîëåå ñëîæíûå (íà óðîâíå êîíêóðñíûõ
çàäà÷ â ÌÔÒÈ). Çàäàíèÿ ñîñòàâëÿþò îïûòíûå ïðåïîäàâàòå-
ëè êàôåäð îáùåé ôèçèêè è âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ.
Ðàáîòû ó÷àùèõñÿ-çàî÷íèêîâ ïðîâåðÿþò ñòóäåíòû, àñïèðàí-
òû è âûïóñêíèêè ÌÔÒÈ (èç íèõ 80% – áûâøèå ó÷åíèêè
íàøåé øêîëû).

Âíå êîíêóðñà â ÔÇÔÒØ ïðèíèìàþòñÿ ïîáåäèòåëè îáëà-
ñòíûõ, êðàåâûõ, ðåñïóáëèêàíñêèõ, îêðóæíûõ è âñåðîññèé-
ñêèõ îëèìïèàä ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå 2006/07 ó÷åáíîãî
ãîäà. Èì íåîáõîäèìî äî 15 ìàÿ 2007 ãîäà âûñëàòü â ÔÇÔÒØ
âûïîëíåííóþ âñòóïèòåëüíóþ ðàáîòó ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå
âìåñòå ñ êîïèÿìè äèïëîìîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ó÷àñòèå â
âûøåïåðå÷èñëåííûõ îëèìïèàäàõ.

Ñðîê îòïðàâëåíèÿ ðåøåíèÿ âñòóïèòåëüíîãî çàäàíèÿ – íå
ïîçäíåå 1 ìàðòà 2007 ãîäà. Âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû îáðàòíî
íå âûñûëàþòñÿ. Ðåøåíèå ïðèåìíîé êîìèññèè áóäåò ñîîáùå-
íî íå ïîçäíåå 1 àâãóñòà 2007 ãîäà.

Òåòðàäü ñ âûïîëíåííûìè çàäàíèÿìè (ïî ôèçèêå è ìàòåìà-
òèêå) âûñûëàéòå ïî àäðåñó:

141700 ã. Äîëãîïðóäíûé Ìîñêîâñêîé îáëàñòè, Èíñòè-
òóòñêèé ïåð., 9, ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ.

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå êàæäûé
ó÷åíèê âûïîëíÿåò ñàìîñòîÿòåëüíî â îäíîé øêîëüíîé òåòðàäè
íà ðóññêîì ÿçûêå, ñîõðàíÿÿ òîò æå ïîðÿäîê çàäà÷, ÷òî è â
çàäàíèè. Òåòðàäü íóæíî âûñëàòü â êîíâåðòå ïðîñòîé áàíäå-
ðîëüþ (òîëüêî íå ñâîðà÷èâàéòå â òðóáêó).

Íà âíóòðåííþþ ñòîðîíó îáëîæêè òåòðàäè íàêëåéòå ñïðàâ-
êó èç øêîëû, â êîòîðîé ó÷èòåñü, ñ óêàçàíèåì êëàññà.

Íà ëèöåâóþ ñòîðîíó îáëîæêè íàêëåéòå ëèñò áóìàãè, ÷åòêî
çàïîëíåííûé ïî ñëåäóþùåìó îáðàçöó:

1. Îáëàñòü Ñòàâðîïîëüñêèé êðàé
2. Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî Àëåêñàíäðîâà Êñåíèÿ Âëàäè-

ìèðîâíà
3. Êëàññ, â êîòîðîì ó÷èòåñü âîñüìîé
4. Íîìåð øêîëû 7
5. Âèä øêîëû (îáû÷íàÿ,
ëèöåé, ãèìíàçèÿ, ñ óãëóá-
ëåííûì èçó÷åíèåì ïðåä-
ìåòà) îáû÷íàÿ
6. Ïîäðîáíûé äîìàøíèé
àäðåñ (ñ óêàçàíèåì èíäåê- 357100 ã. Íåâèííîìûññê,
ñà), òåëåôîí, e-mail óë. Ñàäîâàÿ, ä.38, êâ. 6,

samgvis@yandex.ru
7. Ìåñòî ðàáîòû è
äîëæíîñòü ðîäèòåëåé:

îòåö èíæåíåð-ïðîãðàììèñò
ìàòü ýêîíîìèñò

8. Àäðåñ øêîëû, òåëåôîí, 357100 ã. Íåâèííîìûññê,
ôàêñ, e-mail óë. Ãàãàðèíà, ä.53á,

school7@nev.ru

Ïîçäðàâëÿåì ñ 40-ëåòèåì ÔÇÔÒØ

âñåõ ó÷àùèõñÿ è ïðåïîäàâàòåëåé Çà-

î÷íîé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé øêî-

ëû ïðè ÌÔÒÈ!

9. Ïî êðóãó âûëîæåíû 15 êàìåøêîâ â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ
âåñà. Âíåøíå âñå êàìåøêè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà: ñîñòîÿò
èç ðàçíûõ ïîðîä, èìåþò ðàçëè÷íóþ îêðàñêó, ôîðìó, âåñ,
îáúåì è ò.ä. Êàê ïðè ïîìîùè ÷àøå÷íûõ âåñîâ áåç ñòðåëîê è
ãèðåê íàéòè ñàìûé òÿæåëûé êàìåíü, ñäåëàâ ïðè ýòîì êàê
ìîæíî ìåíüøå âçâåøèâàíèé?
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9. Ôàìèëèÿ, èìÿ, îò÷åñòâî
ïðåïîäàâàòåëåé:

ïî ôèçèêå Âëàñîâà Åëåíà Ïåòðîâíà
ïî ìàòåìàòèêå Ñåëèâàíîâà Èðèíà

Êèðèëëîâíà
10. Êàêèì îáðàçîì ê âàì
ïîïàëî ýòî îáúÿâëåíèå?

Íà êîíêóðñ åæåãîäíî ïðèõîäèò áîëåå 4 òûñÿ÷ âñòóïèòåëü-
íûõ ðàáîò. Ïîæàëóéñòà, îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïðàâèëüíîñòü
çàïîëíåíèÿ àíêåòû! Ïèøèòå àêêóðàòíî, ëó÷øå ïå÷àòíûìè
áóêâàìè.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà íà âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå è äëÿ
îòïðàâêè âàì ïåðâûõ çàäàíèé îáÿçàòåëüíî âëîæèòå â òåò-
ðàäü äâà îäèíàêîâûõ áàíäåðîëüíûõ êîíâåðòà ðàçìåðîì
160 230 ìì¥ . Íà êîíâåðòàõ ÷åòêî íàïèøèòå ñâîé äîìàøíèé
àäðåñ.

Î÷íî-çàî÷íîå îòäåëåíèå (îáó÷åíèå â ôàêóëüòàòèâíûõ
ãðóïïàõ)

Òåë./ôàêñ: (495) 409-93-51
Ôàêóëüòàòèâíûå ãðóïïû ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû â ëþ-

áîì îáùåîáðàçîâàòåëüíîì ó÷ðåæäåíèè äâóìÿ ïðåïîäàâàòå-
ëÿìè – ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàçðåøà-
åòñÿ îáó÷åíèå ïî îäíîìó ïðåäìåòó. Ðóêîâîäèòåëè ôàêóëüòà-
òèâà ïðèíèìàþò â íèõ ó÷àùèõñÿ, óñïåøíî âûïîëíèâøèõ
âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ÔÇÔÒØ.

Ãðóïïà (íå ìåíåå 8 ÷åëîâåê) ïðèíèìàåòñÿ â øêîëó, åñëè
äèðåêòîð îáùåîáðàçîâàòåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ ñîîáùèò â
ÔÇÔÒØ ôàìèëèè, èìåíà, îò÷åñòâà åå ðóêîâîäèòåëåé è
ïîèìåííûé àëôàâèòíûé ñïèñîê îáó÷àþùèõñÿ (Ô.È.Î. ïîë-
íîñòüþ, ñ óêàçàíèåì êëàññà òåêóùåãî ó÷åáíîãî ãîäà è
èòîãîâûõ îöåíîê çà âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ôèçèêå è
ìàòåìàòèêå, äîìàøíèé àäðåñ ó÷àùèõñÿ, ñ óêàçàíèåì èíäåê-
ñà, òåëåôîí è e-mail), òåëåôîí, ôàêñ è e-mail îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîãî ó÷ðåæäåíèÿ. Âñå ýòè ìàòåðèàëû è êîíâåðò äëÿ
îòâåòà î ïðèåìå â ÔÇÔÒØ ñ îáðàòíûì àäðåñîì îäíîãî èç
ðóêîâîäèòåëåé ñëåäóåò âûñëàòü äî 25 èþíÿ 2007 ãîäà ïî
àäðåñó: 141700 ã. Äîëãîïðóäíûé Ìîñêîâñêîé îáëàñòè, Èí-
ñòèòóòñêèé ïåð., 9, ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ (ñ ïîìåòêîé
«Ôàêóëüòàòèâ»). Òåòðàäè ñ ðàáîòàìè ó÷àùèõñÿ íå âûñûëà-
þòñÿ.

Ðàáîòà ðóêîâîäèòåëåé ôàêóëüòàòèâîâ ìîæåò îïëà÷èâàòüñÿ
îáùåîáðàçîâàòåëüíûì ó÷ðåæäåíèåì êàê ðóêîâîäñòâî ïðî-
ôèëüíûìè ôàêóëüòàòèâíûìè çàíÿòèÿìè ïî ïðåäîñòàâëåíèè
ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâåäåíèé.

Ðóêîâîäèòåëè, ðàáîòàþùèå ñ ó÷àùèìèñÿ, áóäóò ïîëó÷àòü
â òå÷åíèå ó÷åáíîãî ãîäà ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèå ìàòåðèàëû
(ïðîãðàììû ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå, çàäàíèÿ ïî òåìàì
ïðîãðàìì, ðåøåíèÿ çàäàíèé ñ êðàòêèìè ðåêîìåíäàöèÿìè ïî
îöåíêå ðàáîò ó÷àùèõñÿ), ïðèãëàøàòüñÿ íà êóðñû ïîâûøåíèÿ
êâàëèôèêàöèè ó÷èòåëåé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè, ïðîâîäèìûå
íà áàçå ÌÔÒÈ. Ðàáîòû ó÷àùèõñÿ ïðîâåðÿþò è îöåíèâàþò
ðóêîâîäèòåëè ôàêóëüòàòèâíûõ ãðóïï, à â ÔÇÔÒØ èìè
âûñûëàþòñÿ âåäîìîñòè ñ èòîãîâûìè îöåíêàìè ïî êàæäîìó
çàäàíèþ è èòîãîâàÿ âåäîìîñòü çà ãîä.

Î÷íîå îòäåëåíèå (îáó÷åíèå â âå÷åðíèõ êîíñóëüòàöèîí-
íûõ ïóíêòàõ)

Òåë.: (495) 409-95-83
Äëÿ ó÷àùèõñÿ Ìîñêâû è Ìîñêîâñêîé îáëàñòè ïî ïðîãðàì-

ìå ÔÇÔÒØ ðàáîòàþò âå÷åðíèå êîíñóëüòàöèîííûå ïóíêòû,
íàáîð â íèõ ïðîâîäèòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì âñòóïèòåëüíûõ
ýêçàìåíîâ ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå è ñîáåñåäîâàíèÿ, êîòîðîå
ïðîõîäèò âî âòîðîé ïîëîâèíå ñåíòÿáðÿ.

Ïðîãðàììû ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ ÿâëÿþòñÿ ïðîôèëüíû-
ìè äîïîëíèòåëüíûìè îáðàçîâàòåëüíûìè ïðîãðàììàìè è åäè-

íû äëÿ âñåõ îòäåëåíèé. Êðîìå çàíÿòèé ïî ýòèì ïðîãðàììàì,
ó÷åíèêàì âñåõ îòäåëåíèé áóäåò ïðåäëîæåíî ó÷àñòâîâàòü â
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäå «ÔÈÇÒÅÕ-2007», êîòî-
ðàÿ áóäåò ïðîâîäèòüñÿ íà áàçå ÌÔÒÈ è â ðÿäå ãîðîäîâ
Ðîññèè â êîíöå ìàðòà è â ñåðåäèíå ìàÿ, â äðóãèõ î÷íûõ è
çàî÷íûõ îëèìïèàäàõ ÌÔÒÈ è åãî ôàêóëüòåòîâ, à òàêæå â
êîíêóðñàõ, òóðíèðàõ è êîíôåðåíöèÿõ. Äëÿ ó÷àùèõñÿ 9 – 11
êëàññîâ íà áàçå ÌÔÒÈ ðàáîòàåò ñóááîòíèé ëåêòîðèé ïî
ôèçèêå è ìàòåìàòèêå ïî ïðîãðàììå ÔÇÔÒØ. Ëåêöèè ÷èòà-
þò ïðåïîäàâàòåëè èíñòèòóòà, êàê ïðàâèëî, àâòîðû çàäàíèé.
Ïîäðîáíåå îá ýòèõ ìåðîïðèÿòèÿõ ìîæíî ïðî÷èòàòü íà ñàéòå:

 http://www.school.mipt.ru

Ïî îêîí÷àíèè ó÷åáíîãî ãîäà ó÷àùèåñÿ, óñïåøíî âûïîë-
íèâøèå ïðîãðàììó ÔÇÔÒØ, ïåðåâîäÿòñÿ â ñëåäóþùèé
êëàññ, à âûïóñêíèêè (îäèííàäöàòèêëàññíèêè) ïîëó÷àþò
ñâèäåòåëüñòâî îá îêîí÷àíèè øêîëû ñ èòîãîâûìè îöåíêàìè ïî
ôèçèêå è ìàòåìàòèêå, êîòîðîå ó÷èòûâàåòñÿ íà ñîáåñåäîâàíèè
ïðè ïîñòóïëåíèè â ÌÔÒÈ.

Ó÷åíèêàì, çà÷èñëåííûì â ÔÇÔÒØ â ðàìêàõ óòâåðæ-
äåííîãî ïëàíà ïðèåìà, áóäåò ïðåäëîæåíî îïëàòèòü áåçâîç-
ìåçäíûé öåëåâîé âçíîñ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà
â ñîîòâåòñòâèè ñ óñòàâíûìè öåëÿìè øêîëû. Ñóììà âçíîñà
áóäåò ñîñòàâëÿòü îðèåíòèðîâî÷íî äëÿ ó÷àùèõñÿ çàî÷íîãî
îòäåëåíèÿ 500–900 ðóá. â ãîä, î÷íîãî 650–1300 ðóá., î÷íî-
çàî÷íîãî 900–1620 ðóá. (ñ êàæäîé ôàêóëüòàòèâíîé ãðóïïû
çà ãîä).

Äëÿ ó÷àùèõñÿ Óêðàèíû ðàáîòàåò Êèåâñêèé ôèëèàë
ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ (îáó÷åíèå ïëàòíîå). Æåëàþùèì
â íåãî ïîñòóïèòü ñëåäóåò âûñûëàòü âñòóïèòåëüíûå ðàáîòû
ïî àäðåñó: 03680, Óêðàèíà, ã. Êèåâ, á-ð. Âåðíàäñêîãî,
ä. 36, ÃÑÏ, Êèåâñêèé ôèëèàë ÔÇÔÒØ ïðè ÌÔÒÈ. Òåëå-
ôîí â Êèåâå: 424-30-25.

Äëÿ ó÷àùèõñÿ èç çàðóáåæíûõ ñòðàí âîçìîæíî òîëüêî
ïëàòíîå îáó÷åíèå íà çàî÷íîì è î÷íî-çàî÷íîì îòäåëåíèÿõ
ÔÇÔÒØ. Óñëîâèÿ îáó÷åíèÿ äëÿ ïðîøåäøèõ êîíêóðñíûé
îòáîð áóäóò ñîîáùåíû äîïîëíèòåëüíî.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ âñòóïèòåëüíûå çàäàíèÿ ïî ôèçèêå è
ìàòåìàòèêå. Íîìåðà çàäà÷, îáÿçàòåëüíûõ äëÿ âûïîëíåíèÿ
(çàî÷íîå è î÷íî-çàî÷íîå îòäåëåíèÿ), óêàçàíû â òàáëèöå
(íîìåðà êëàññîâ ñîîòâåòñòâóþò òåêóùåìó 2006/07 ó÷åáíî-
ìó ãîäó):

7 êëàññ 8 êëàññ 9 êëàññ 10 êëàññ

Ôèçèêà 1 – 2, 4 – 6 3, 6 – 10 7, 9 – 14 11 – 17

Ìàòåìàòèêà 1 – 6 4 – 9 7 – 13 10 – 16

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ôèçèêå

1 (ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ çàäà÷à). Ñûðîå êóðèíîå ÿéöî òîíåò
â ïðåñíîé âîäå. Ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëèòå ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñîëåíîé âîäû, ïðè êîòîðîé â íåé íå òîíåò
êóðèíîå ÿéöî. Îïèøèòå ìåòîä èçìåðåíèÿ è ïðèâåäèòå ïîëó-
÷åííûé ðåçóëüòàò.

2. Òóðèñò ïåðâóþ ïîëîâèíó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïóíêòàìè À
è Á ïðîåõàë íà âåëîñèïåäå ñî ñêîðîñòüþ 25 *ì ÷ , à âòîðóþ
ïîëîâèíó ïðîøåë ñî ñêîðîñòüþ 5 *ì ÷ . Ñêîëüêî âðåìåíè îí
øåë, åñëè âåñü ïóòü çàíÿë 3 ÷àñà?

3. Êîëîííà ãðóçîâèêîâ, ðàñòÿíóâøàÿñÿ ïî øîññå íà L =
= 600 ì, äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ 1 60 *ì ÷v = . Â íà÷àëå
äëèííîãî ïîäúåìà ãðóçîâèêè áûñòðî ñíèæàþò ñêîðîñòü äî
íåêîòîðîé âåëè÷èíû 2v  è äâèãàþòñÿ ñ òàêîé ñêîðîñòüþ
âäîëü ïîäúåìà. Â ìîìåíò, êîãäà ïåðâàÿ ìàøèíà íà÷èíàåò
ïîäúåì, èç õâîñòà êîëîííû ïî íàïðàâëåíèþ ê ãîëîâíîé
ìàøèíå âûåçæàåò ìîòîöèêëèñò. Äâèãàÿñü ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ, îí îêàçûâàåòñÿ ó ãîëîâíîé ìàøèíû ÷åðåç

0 1,5 ì,…t = . Îïðåäåëèòå äëèíó êîëîííû íà ïîäúåìå è
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ñêîðîñòü ìîòîöèêëèñòà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åãî ñêîðîñòü íà
50% áîëüøå ñêîðîñòè ãðóçîâèêà íà ïîäúåìå.

4. Èç òîíêîé àëþìèíèåâîé ôîëüãè â îäèí ñëîé ñêëååí
ïîëûé êóá ñ ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè 2

120 “ì . Ìàññà ïîòðå-
áîâàâøåéñÿ äëÿ ýòîãî ôîëüãè ðàâíà 1,3 ã. Îïðåäåëèòå òîë-
ùèíó ôîëüãè.

5. Èìååòñÿ U-îáðàçíàÿ âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííàÿ òðóá-
êà (ðèñ.1). Åå ëåâîå êîëåíî èìååò ïîñòîÿííóþ ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S ïî âñåé âûñîòå, à ïðàâîå êîëåíî îò
îñíîâàíèÿ äî âûñîòû H = 30 ñì èìååò òàêóþ æå ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, à âûøå åãî ïëîùàäü ðàâíà 2S. Òðóáêà

çàïîëíåíà âîäîé äî âûñîòû 0,8H.
Â ëåâîå êîëåíî òðóáêè íàëèâàþò
ñëîé ìàñëà âûñîòîé h = H. Íà
ñêîëüêî ïîäíèìåòñÿ óðîâåíü âîäû
â  ïðàâîì  êîëåíå?  Ïëîòíîñòü  âî-

äû 3

" 1 ã “ìρ = , ïëîòíîñòü ìàñëà
3

ì
0,8 ã “ìρ = .

6. Ê äèíàìîìåòðó íà ëåãêîé íèòè
ïîäâåøåí ñïëîøíîé ìåòàëëè÷åñêèé
øàð. Øàð ïîëíîñòüþ ïîãðóæàþò â
ìàñëî, íàõîäÿùååñÿ â ñîñóäå ñ âåð-
òèêàëüíûìè ñòåíêàìè. Ïðè ýòîì
ïîêàçàíèå äèíàìîìåòðà ðàâíî

1 0,37 mP = . Â ñîñóä äîëèëè îáúåì
âîäû, ðàâíûé îáúåìó ìàñëà. Ïðè ýòîì æèäêîñòè ðàññëîè-
ëèñü, è ïîêàçàíèå äèíàìîìåòðà îêàçàëîñü ðàâíûì

2 0,33 mP = . Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà øàðà è åãî
îáúåì.

7. Òåëî êóáè÷åñêîé ôîðìû íàõîäèòñÿ ïîä âîäîé â îòêðû-
òîì âîäîåìå òàê, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü êóáà ïàðàëëåëüíà ïîâåðõ-
íîñòè âîäû è íàõîäèòñÿ íà ãëóáèíå 1 2 ìh = . Ñèëà 2F ,
äåéñòâóþùàÿ íà íèæíþþ ãðàíü êóáà ñî ñòîðîíû âîäû, â 1,1
ðàçà áîëüøå ñèëû 1F , äåéñòâóþùåé íà âåðõíþþ ãðàíü.
Íàéäèòå äëèíó ðåáðà êóáà, à òàêæå ñèëû, 1F  è 2F . Àòìîñôåð-

íîå äàâëåíèå 5

0 10  o=p = .
8. Ýíåðãèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî â ñåêóíäó íà

îäèí êâàäðàòíûé ìåòð çåìíîé ïîâåðõíîñòè, ñîñòàâëÿåò ïðè-
ìåðíî 1000 Äæ. Íà ñêîëüêî óìåíüøèòñÿ òîëùèíà ëüäèíû íà
ïîâåðõíîñòè çàìåðçøåãî âîäîåìà çà îäèí ñâåòîâîé äåíü?
Ñ÷èòàòü, ÷òî ëåä ïîãëîùàåò 10 % ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ.
Òåìïåðàòóðó ëüäà ïðèíÿòü ðàâíîé 0 °Ñ, à ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü ñâåòîâîãî äíÿ – 6 ÷àñîâ.

9. Ñìåøèâàþò 1 300 ãm =  âîäû ïðè òåìïåðàòóðå 1 10 Ct = ∞

è 2 400 ãm =  ëüäà ïðè òåìïåðàòóðå 
2 20 Ct = - ∞ . Îïðåäåëèòå

óñòàíîâèâøóþñÿ òåìïåðàòóðó ñìåñè. Óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü
âîäû ( )

"
4200 d› *ã jc = ◊ , ëüäà ( )

ë
2100 d› *ã jc = ◊ ,

óäåëüíàÿ òåïëîòà ïëàâëåíèÿ ëüäà 3
330 10  d› *ãλ = ◊ . Ïî-

òåðÿìè òåïëà ïðåíåáðå÷ü.
10. Äëÿ íîðìàëüíîé ðàáîòû íåêîòîðîãî ýëåêòðè÷åñêîãî

ïðèáîðà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîäàâàåìîå íà íåãî íàïðÿæåíèå
áûëî íå ìåíåå min 200 BU = . Â ýòîì ñëó÷àå ïîòðåáëÿåìàÿ
ïðèáîðîì ìîùíîñòü ðàâíà N = 1 êÂò. Â ñèëó áîëüøîé
óäàëåííîñòè ïðèáîðà îò ðîçåòêè, åãî ïðèõîäèòñÿ âêëþ÷àòü
â ñåòü ÷åðåç óäëèíèòåëü. Íàïðÿæåíèå â ðîçåòêå ñîñòàâëÿåò
U = 220 Â. Íà êàêîì ìàêñèìàëüíîì óäàëåíèè l îò ðîçåòêè
ìîæåò ðàáîòàòü ïðèáîð, åñëè ïðîâîäà óäëèíèòåëÿ èçãîòîâ-
ëåíû èç ìåäè è èìåþò äèàìåòð 1 ìì?

11. Ðàññòîÿíèå s = 18 êì ìåæäó äâóìÿ ñòàíöèÿìè ïîåçä
ïðîõîäèò ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 

cp
v = 54 êì/÷, ïðè÷åì íà

ðàçãîí òðàòèò 
1t = 2 ìèí, çàòåì èäåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ

è íà çàìåäëåíèå äî ïîëíîé îñòàíîâêè òðàòèò 2 1 ì,….t =

Îïðåäåëèòå íàèáîëüøóþ ñêîðîñòü ïîåçäà. Ðàçãîí è òîðìî-
æåíèå ïðîèñõîäÿò ðàâíîóñêîðåííî.

12. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ñâîáîäíî ïàäàþùèìè êàïëÿ-
ìè ÷åðåç âðåìÿ 1 2 ct =  ïîñëå íà÷àëà ïàäåíèÿ âòîðîé êàïëè
áûëî L = 25 ì. Íà ñêîëüêî ïîçäíåå íà÷àëà ïàäàòü âòîðàÿ
êàïëÿ? Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü. Êàïëè ïàäàþò
èç îäíîé òî÷êè.

13. Íåáîëüøîé ãðóç ìàññîé m ëåæèò íà äëèííîé äîñêå
ìàññîé M (ðèñ.2). Êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìåæäó äîñêîé è
ãðóçîì 1

μ , à ìåæäó äîñêîé è ñòîëîì 2
μ . Ïî äîñêå íàíîñÿò

óäàð, è îíà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ íà÷àëüíîé
ñêîðîñòüþ 

0v  ïî ïîâåðõíîñòè ñòîëà. Îïðåäåëèòå âðåìÿ,
÷åðåç êîòîðîå ïðåêðàòèòñÿ
ñêîëüæåíèå ãðóçà ïî äîñêå.

14. Ìÿ÷ ìàññîé m = 0,5 êã
áðîñàþò ñî ñêîðîñòüþ

0 10 ì “v =  ïîä óãëîì
30α = ∞  ê ãîðèçîíòó. Çà-

òåì ìÿ÷ ñòàëêèâàåòñÿ ñ âåð-
òèêàëüíîé ñòåíêîé è ïîñëå óïðóãîãî óäàðà âîçâðàùàåòñÿ â
òî÷êó áðîñêà. Íàéäèòå ñðåäíþþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ìÿ÷
ñî ñòîðîíû ñòåíêè, åñëè äëèòåëüíîñòü óäàðà ñîñòàâëÿåò

0,01 cτ = . Ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà íå ó÷èòûâàòü.
15. Îäèí ìîëü ãåëèÿ íàãðåâàëñÿ ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå
0 400 ëV =  òàê, ÷òî îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå åãî äàâëåíèÿ

ñîñòàâèëî 0 0,004p pΔ =  (çäåñü 0p  – íà÷àëüíîå äàâëåíèå
ãåëèÿ). Íà ñêîëüêî ãðàäóñîâ óâåëè÷èëàñü òåìïåðàòóðà ãàçà,
åñëè åãî íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà áûëà 0 500 jT = ?

16. Â öèëèíäðå ïîä ïîðøíåì ïëîùàäüþ 2
100 “ìS =

íàõîäèòñÿ àçîò ( )2N  ìàññîé 
a 560 ãm = . Â öèëèíäð ââîäèòñÿ

âîäîðîä ( )2H  ìàññîé 
"

1 ãm = , è ïîðøåíü ïîäíèìàåòñÿ.
×òîáû âåðíóòü îáúåì ñìåñè ãàçîâ ïîä ïîðøíåì ê ïðåæíåìó
çíà÷åíèþ, íà ïîðøåíü êëàäóò ãðóç íåêîòîðîé ìàññîé m.
Îïðåäåëèòå m, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ìàññà ïîðøíÿ Ì = 100 êã,
àòìîñôåðíîå äàâëåíèå 5

0 10  o=p = . Òåìïåðàòóðà â öèëèíä-
ðå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé.

17. Òðè îäèíàêîâûõ çàðÿ-
æåííûõ øàðèêà ñâÿçàíû ëåã-
êèìè íåïðîâîäÿùèìè íèòÿ-
ìè îäèíàêîâîé äëèíîé l è
íàõîäÿòñÿ â ïîêîå íà ãëàä-
êîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõ-
íîñòè (ðèñ.3). Ìàññû øàðè-
êîâ îäèíàêîâû è ðàâíû m.
Çàðÿäû øàðèêîâ îäèíàêîâû
è ðàâíû q. Äâå íèòè îäíîâðå-
ìåííî ïåðåæèãàþò. Íàéäèòå ìîäóëè óñêîðåíèé âñåõ øàðè-
êîâ ñðàçó ïîñëå ïåðåæèãàíèÿ íèòåé.

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå ïî ìàòåìàòèêå

(ïîñëå ïîðÿäêîâîãî íîìåðà çàäà÷è â ñêîáêàõ óêàçàíî
êîëè÷åñòâî î÷êîâ çà çàäà÷ó)

1(4). Ñòóäåíò êóïèë ïðèíòåð, êëàâèàòóðó è ìûøêó, ïîòðà-
òèâ 5970 ðóáëåé 75 êîïååê. Èçâåñòíî, ÷òî ñòîèìîñòü ìûøêè
ñîñòàâëÿåò 1/3 ñòîèìîñòè êëàâèàòóðû, à ñòîèìîñòü êëàâèàòó-
ðû è ìûøêè, âìåñòå âçÿòûõ, ñîñòàâëÿåò 4/21 ñòîèìîñòè
ïðèíòåðà. Ñêîëüêî ñòîèò êàæäûé ïðåäìåò â îòäåëüíîñòè?

2(5). Ñâåæèé âèíîãðàä èìååò âëàæíîñòü 99%. ×åðåç ìåñÿö
ïîñëå ñáîðà ÿãîä âëàæíîñòü ñîñòàâëÿëà óæå 98%. Îïðåäåëè-
òå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèëàñü ìàññà âèíîãðàäà.

3(6). à) Íà ñêîëüêî ãðàäóñîâ ïîâîðà÷èâàåòñÿ çà ìèíóòó
ìèíóòíàÿ ñòðåëêà? À ÷àñîâàÿ ñòðåëêà?

 á) Â ïîëäåíü ìèíóòíàÿ è ÷àñîâàÿ ñòðåëêè ñîâïàëè. Êîãäà
îíè ñîâïàäóò â ñëåäóþùèé ðàç?

 â) Êàêîé óãîë îáðàçóþò ìèíóòíàÿ è ÷àñîâàÿ ñòðåëêè â 3
÷àñà 5 ìèíóò?

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3



4(5). – Ñïóñêàÿñü âíèç ïî ýñêàëàòîðó, ÿ íàñ÷èòàë 50
ñòóïåíåê, – ñêàçàë âîëê.

– À ÿ íàñ÷èòàë 75, – âîçðàçèë çàÿö, – íî ÿ ñïóñêàëñÿ â òðè
ðàçà áûñòðåå.

Åñëè áû ýñêàëàòîð îñòàíîâèëñÿ, òî ñêîëüêî ñòóïåíåê
ìîæíî áûëî áû íàñ÷èòàòü íà åãî âèäèìîé ÷àñòè? Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âîëê è çàÿö äâèãàëèñü ðàâíîìåðíî è ñêîðîñòü
ýñêàëàòîðà ïîñòîÿííà.

5(6). Óãîë ïðè âåðøèíå B ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà
ABC ðàâåí 108°. Ïåðïåíäèêóëÿð ê áèññåêòðèñå AD ýòîãî
òðåóãîëüíèêà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó D, ïåðåñåêàåò ñòîðî-
íó AC â òî÷êå E. Íàéäèòå DE, åñëè DB = 6.

6(5). Íàéäèòå ÷èñëî, ïðè äåëåíèè íà êîòîðîå òðè ÷èñëà
480608, 508811 è 723217 äàâàëè áû îäèí è òîò æå îñòàòîê.

7(6). Ðåøèòå óðàâíåíèå

5 3 3 5
0

1 2 3 4x x x x
+ + + =

- - - -

.

8(5). Ðåøèòå íåðàâåíñòâî

( ) ( )
( ) ( )

2 2

2006 2 2

5 6 5 2 2
0

9 6 1 3 2

x x x x

x x x x x

- - + +

£

- + - +

.

9(8). Îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà áîëüøåì îñíîâàíèè
òðàïåöèè êàê íà äèàìåòðå, ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíû åå
áîêîâûõ ñòîðîí è êàñàåòñÿ ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå
óãëû òðàïåöèè.

10(8). à) Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê,
êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

2 ,

2 5 9.

y x

y x

≥ -ÏÔ

Ì
+ - £ÔÓ

á) Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëó÷åííîé ôèãóðû.

11(7). Íà ïðîäîëæåíè-
ÿõ ñòîðîí AB, BC, CD è
DA âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD çà òî÷êè
B, Ñ, D è A ñîîòâåòñòâåí-
íî îòëîæåíû îòðåçêè 1,BB

1 1,CC DD  è 1AA , ðàâíûå
ýòèì ñòîðîíàì (ðèñ.4).
Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà 1 1 1 1A BC D ,
åñëè ïëîùàäü ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà ABCD ðàâíà S.

12(6). Â àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ
ðàçíîñòüþ ñóììà ÷ëåíîâ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, íå ïðåâîñõî-
äÿùèìè 29, ðàâíà 168. Íàéäèòå íîìåð òîãî ÷ëåíà ïðîãðåñ-
ñèè, êîòîðûé ðàâåí 12.

13(7). Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
2 2

8 2 8 2

10 2 9

x x x x

x x

- - - -
£

+ +

.

14(8). Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç
êîòîðûõ óðàâíåíèå

( ) 2
2 1 2 3 0a x ax a- + + - =

èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ.
15(8). Ðåøèòå óðàâíåíèå

( )3 4 6 16 3 8 2 cos 4 cos 3x x+ - - = - .

16(9). Îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, äåëèò
ìåäèàíó BM íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Íàéäèòå BC è AB, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî CM = 5.

Ðèñ. 4
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Íîâûé ïðèåì â øêîëû-èíòåðíàòû
ïðè óíèâåðñèòåòàõ

Ñïåöèàëèçèðîâàííûé ó÷åáíî-íàó÷íûé öåíòð (ÑÓÍÖ) ÌÃÓ
(øêîëà èìåíè àêàäåìèêà À.Í. Êîëìîãîðîâà), à òàêæå ÑÓÍÖ
ÍÃÓ, ÑÓÍÖ ÓðÃÓ è Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ ïðè ÑÏáÃÓ
îáúÿâëÿþò íàáîð ó÷àùèõñÿ â 10 êëàññû (äâóõãîäè÷íîå
îáó÷åíèå) íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå è õèìèêî-áèîëîãè÷åñ-
êîå îòäåëåíèÿ è â 11 êëàññû (îäíîãîäè÷íîå îáó÷åíèå)
íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå. Â ðàìêàõ äâóõãîäè÷-
íîãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî îòäåëåíèÿ êðîìå îñíîâíîãî
ïðîôèëÿ âûäåëÿåòñÿ êîìïüþòåðíî-èíôîðìàöèîííûé êëàññ
(ÑÓÍÖ ÌÃÓ). Õèìèêî-áèîëîãè÷åñêîå îòäåëåíèå ïðåäñòàâ-
ëåíî ñïåöèàëèçàöèÿìè ïî õèìèè è áèîëîãèè.

Çà÷èñëåíèå â øêîëó ïðîâîäèòñÿ íà êîíêóðñíîé îñíîâå.
Ïåðâûé òóð ýêçàìåíîâ – çàî÷íûé ïèñüìåííûé ýêçàìåí ïî
ìàòåìàòèêå è ôèçèêå èëè õèìèè. Óñïåøíî âûäåðæàâøèå
çàî÷íûé ýêçàìåí â àïðåëå – ìàå ïðèãëàøàþòñÿ â îáëàñòíûå
öåíòðû Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè íà óñòíûå ýêçàìåíû. Îäíàêî
äîïóñêàåòñÿ ó÷àñòèå â î÷íîì òóðå øêîëüíèêîâ, íå ó÷àñòâî-
âàâøèõ â çàî÷íîì òóðå.

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ çàäà÷ çàî÷íîãî âñòóïèòåëüíîãî
ýêçàìåíà. Ðàáîòà äîëæíà áûòü âûïîëíåíà â îáû÷íîé ó÷åíè-
÷åñêîé òåòðàäè, íà îáëîæêå êîòîðîé óêàçûâàþòñÿ ôàìèëèÿ,
èìÿ, îò÷åñòâî (ïîëíîñòüþ), æåëàåìûé ïðîôèëü îáó÷åíèÿ,
ïîäðîáíûé äîìàøíèé àäðåñ ñ èíäåêñîì, ýëåêòðîííûé àäðåñ
(åñëè èìååòñÿ), àäðåñ è íîìåð øêîëû, êëàññ.

Ðàáîòó íóæíî îòïðàâèòü ïðîñòîé áàíäåðîëüþ íà èìÿ
Ïðèåìíîé êîìèññèè ïî îäíîìó èç ñëåäóþùèõ àäðåñîâ (îáÿ-
çàòåëüíî âëîæèòå êîíâåðò ñ ìàðêîé, çàïîëíåííûé íà âàø
äîìàøíèé àäðåñ ñ èíäåêñîì):

121357 Ìîñêâà, Êðåìåí÷óãñêàÿ óë., 11, ÑÓÍÖ ÌÃÓ
(âíèìàíèå: æèòåëè Ìîñêâû ïðèíèìàþòñÿ â øêîëó áåç ïðå-
äîñòàâëåíèÿ îáùåæèòèÿ), òåëåôîí Ïðèåìíîé êîìèññèè:
(495)445-11-08, ñàéò: http://www.pms.ru, e-mail:
priem@pms.ru;

199034 Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Óíèâåðñèòåòñêàÿ íàá., 7/96,
Àêàäåìè÷åñêàÿ ãèìíàçèÿ;

620137 Åêàòåðèíáóðã, óë. Ãîëîùåêèíà, 30, ÑÓÍÖ ÓðÃÓ;
630090 Íîâîñèáèðñê, óë. Ïèðîãîâà, 11, ÑÓÍÖ ÍÃÓ (Îëèì-

ïèàäíûé êîìèòåò).
Ñðîê îòïðàâêè ðàáîò – íå ïîçäíåå 1 ìàðòà 2007 ãîäà (ïî

ïî÷òîâîìó øòåìïåëþ). Ðàáîòû, âûñëàííûå ïîçæå ýòîãî
ñðîêà, ðàññìàòðèâàòüñÿ íå áóäóò.

Âñòóïèòåëüíîå çàäàíèå çàî÷íîãî òóðà

Ìàòåìàòèêà

Äëÿ ïîñòóïàþùèõ â 10 êëàññ

1. Òóðèñò îòïðàâëÿåòñÿ â ïîõîä èç À â Â è îáðàòíî è
ïðîõîäèò âåñü ïóòü çà 3 ÷ 41 ìèí. Äîðîãà èç À â Â äëèíîé
9 êì èäåò ñíà÷àëà â ãîðó, ïîòîì ïî ðîâíîìó ìåñòó, ïîòîì
ïîä ãîðó. Íà êàêîì ïðîòÿæåíèè äîðîãà ïðîõîäèò ïî ðîâ-
íîìó ìåñòó, åñëè ñêîðîñòü òóðèñòà ïðè ïîäúåìå â ãîðó
4 êì/÷, ïîä ãîðó 6 êì/÷, ïî ðîâíîìó ìåñòó 5 êì/÷?

2. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè
òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé â íåãî îêðóæíîñòè ñ ãèïîòåíóçîé
äåëèò ãèïîòåíóçó íà îòðåçêè à è b.

3. Íà äîñêå çàïèñàíû ÷èñëà 
1 1 1

1, , , ,
2 3 12

… .

à) Ìîæíî ëè ìåæäó ýòèìè ÷èñëàìè ðàññòàâèòü çíàêè «+»
èëè «–» òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ñóììà îêàçàëàñü ðàâíîé 0?



56 Ê Â À Í T · 2 0 0 6 / ¹ 6

á) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë íóæíî âû÷åðêíóòü
òàê, ÷òîáû ïîñëå íåêîòîðîé ðàññòàíîâêè çíàêîâ «+» è «–»
ìåæäó îñòàâøèìèñÿ ÷èñëàìè ïîëó÷èòü ñóììó, ðàâíóþ íóëþ?

4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé

( ) ( ) ( )1 1 1 2x y y z z x+ = + = + = .

5. Ïÿòü îòðåçêîâ òàêîâû, ÷òî ëþáûå òðè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ
ñòîðîíàìè íåêîòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Ìîãóò ëè âñå òàêèå
òðåóãîëüíèêè áûòü òóïîóãîëüíûìè?

Äëÿ ïîñòóïàþùèõ â 11 êëàññ

1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
2 2

2 2

2 2

2 ,

2 ,

2 .

x y x y z

z x z x y

y z y z x

Ï + = + -

Ô
Ô

+ = + -Ì

Ô
+ = + -

ÔÓ

2. Øêîëüíèê íà÷àë ïèñàòü îëèìïèàäíóþ ðàáîòó ìåæäó
10 è 11 ÷àñàìè è çàêîí÷èë ìåæäó 14 è 15 ÷àñàìè â òîò ìîìåíò,
êîãäà ÷àñîâàÿ è ìèíóòíàÿ ñòðåëêè ÷àñîâ ïîìåíÿëèñü ìåñòà-
ìè. Ñêîëüêî âðåìåíè îí ïèñàë ñâîþ ðàáîòó?

3. Íà ñòîðîíàõ AC è BC òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû, ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî÷êè M è N. Íàéäèòå BN : NC è AM : MC, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî òðè èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèâàþò
òðåóãîëüíèê ABC îòðåçêè AN è BM, èìåþò îäèíàêîâûå
ïëîùàäè.

4. Ïóñòü à, b, ñ – äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, am , bm , cm

– äëèíû åãî ìåäèàí. Ñóùåñòâóåò ëè òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíà-
ìè aa m+ , bb m+ , cc m+ ?

5. Ñóùåñòâóåò ëè àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòîÿùàÿ
èç: à) òðåõ; á) ÷åòûðåõ; â) n ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
åòñÿ öåëîé ñòåïåíüþ, áîëüøåé 1, íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

Ôèçèêà

(ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîå îòäåëåíèå)

Äëÿ ïîñòóïàþùèõ â 10 êëàññ

1. Â áàññåéíå ïî òðåì äîðîæêàì ïëûâóò ïëîâöû: ïåðâûé
è âòîðîé â îäíó ñòîðîíó, òðåòèé – â ïðîòèâîïîëîæíóþ.
Ñêîðîñòü âòîðîãî ïëîâöà 2v , òðåòüåãî 3v . Íàéäèòå ñêîðîñòü
ïåðâîãî ïëîâöà, åñëè ïëîâöû íàõîäÿòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã
äðóãà íà îäíîé ïðÿìîé.

2. ×àñòèöà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ ïî ïðÿìîé ëèíèè èç ñîñòî-
ÿíèÿ ïîêîÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì. Â ìîìåíò âðåìåíè
1 3 ct =  ñêîðîñòü ÷àñòèöû â òî÷êå À ðàâíà 1 6 ì “v = .

Íàéäèòå ðàññòîÿíèå s ìåæäó ÷àñòèöåé è òî÷êîé À çà ñåêóíäó
äî ïåðåñå÷åíèÿ ÷àñòèöåé ýòîé òî÷êè.

3. Íà ãëàäêîé òîíêîé îñè âèñèò (ïåðåêèíóò) îäíîðîäíûé
êàíàò äëèíîé l è ìàññîé m. Íàéäèòå âåëè÷èíó ñèëû äàâëåíèÿ
N íà îñü ïðè ñîñêàëüçûâàíèè êàíàòà, êîãäà ðàññòîÿíèå
ìåæäó åãî êîíöàìè ðàâíî s.

4. Îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå øíóðà, ïðèêðåïëåííîãî ê
âèñÿùåìó êàñêàäåðó, ðàâíî 1 0,04ε = . Îäèí êîíåö øíóðà
çàêðåïëÿåòñÿ íà âûñîòå Í = 50 ì. Êàñêàäåð ïàäàåò îò òî÷êè
çàêðåïëåíèÿ øíóðà. Äëèíà è æåñòêîñòü øíóðà ïîäîáðàíû
òàê, ÷òî ñêîðîñòü êàñêàäåðà ó ïîâåðõíîñòè çåìëè ðàâíà íóëþ.
à) Íàéäèòå äëèíó øíóðà 0l  â íåíàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè. á)
Íàéäèòå âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ êàñêàäåðà â íèæíåé òî÷êå
òðàåêòîðèè. â) Íàéäèòå ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü êàñêàäåðà.

5. Â òðåõ îäèíàêîâûõ ñîîáùàþùèõñÿ ñîñóäàõ íàõîäèòñÿ
ðòóòü. Â ïåðâûé ñîñóä íàëèâàþò ñëîé âîäû âûñîòîé 1h , â
òðåòèé – ñëîé âîäû âûñîòîé 3h . Íàéäèòå âåëè÷èíó ïðèðàùå-
íèÿ óðîâíÿ ðòóòè 2h  âî âòîðîì ñîñóäå.

Äëÿ ïîñòóïàþùèõ â 11 êëàññ

1. Ëüäèíó â ôîðìå äèñêà ñå÷åíèåì 2
1 ìS =  è âûñîòîé h =

= 1 ì ïîãðóæàþò â âîäó. à) Ëüäèíà ïîäâåøåíà íà òðîñàõ. Â

íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè íèæíÿÿ ïëîñêîñòü ëüäèíû êàñàåòñÿ
ïîâåðõíîñòè âîäû, â êîíå÷íîì ñîñòîÿíèè ëüäèíà ïëàâàåò.
Îïðåäåëèòå ðàáîòó 1A , ñîâåðøàåìóþ âíåøíåé ñèëîé.
á) Îïðåäåëèòå ðàáîòó 2A , êîòîðóþ íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü
äëÿ ïîëíîãî ïîãðóæåíèÿ ëüäèíû.

2. Òåìïåðàòóðà âîäû â ñîñóäå 1t 20 C= ∞ . Ñòàêàí íàãðåëè
äî òåìïåðàòóðû 2t 100 C= ∞  è ïðèëîæèëè îòêðûòûì òîðöîì
ê ïîâåðõíîñòè âîäû. Âûñîòà ñòàêàíà L = 10 ñì, ïëîùàäü
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ 240 “ìS = . Íàéäèòå ìàññó âîäû m,
âòÿíóòîé â ñòàêàí, ïîñëå óñòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ
ïðè òåìïåðàòóðå t

1
.

3. Íà ðèñóíêå 1 èçîáðàæåíà p – V-äèàãðàììà öèêëà a-b-c-
a, ïðîâåäåííîãî ñ ν  ìîëÿìè ãàçà. Òåìïåðàòóðû â ñîñòîÿíèÿõ
a, b, c òàêîâû: a bT T=  è cT .
ÊÏÄ öèêëà ðàâåí η . Íàé-
äèòå ðàáîòó abA¢ , ñîâåðøåí-
íóþ ãàçîì â ïðîöåññå a-b.
Îáõîä öèêëà – ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå.

4. ×àñòèöà íàõîäèòñÿ íà
ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð òîíêîãî êîëüöà ïåð-
ïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè
êîëüöà. Çàðÿä è ìàññà ÷àñ-
òèöû ðàâíû 1q Q= -  è m.
Ïî êîëüöó ìàññîé m ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåí çàðÿä 2q Q= . Â íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè
÷àñòèöà íàõîäèëàñü íà îñè êîëüöà íà ðàññòîÿíèè 3s R= ,
ãäå R – ðàäèóñ êîëüöà, îò åãî öåíòðà. Íàéäèòå âåëè÷èíó
îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè 0v  â
ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòè-
öåé öåíòðà êîëüöà.

5. Ìîùíîñòü, ïîòðåáëÿå-
ìàÿ ñõåìîé, ïðèâåäåííîé íà
ðèñóíêå 2, ðàâíà 2U R , ãäå
U – ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ
òî÷åê à è b, R – ñîïðîòèâëå-
íèå ðåçèñòîðà 3R . Ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ äâóõ äðóãèõ ðåçèñòîðîâ îäèíàêîâû. Íàéäèòå ìîù-
íîñòü 3P , ïîòðåáëÿåìóþ ðåçèñòîðîì 3R .

Õèìèÿ

(õèìèêî-áèîëîãè÷åñêîå îòäåëåíèå)

Â ëàáîðàòîðíûé êàëîðèìåòð íàëèëè 100 ã ðàñòâîðà ïåðîê-
ñèäà âîäîðîäà è äîáàâèëè êàòàëèçàòîð ( 2MnO ). Â ðåçóëüòà-
òå ïîëíîãî ðàçëîæåíèÿ ïåðîêñèäà âîäîðîäà òåìïåðàòóðà
êàëîðèìåòðà ïîâûñèëàñü íà 12 C∞ . Â äðóãîì ýêñïåðèìåíòå
òîæå âçÿëè 100 ã ðàñòâîðà ïåðîêñèäà âîäîðîäà â òîì æå
êàëîðèìåòðå è ïîìåñòèëè â íåãî ýëåêòðîíàãðåâàòåëü ñîïðî-
òèâëåíèåì 36 Îì. Íàãðåâàòåëü ïîäêëþ÷èëè ê èñòî÷íèêó
ýëåêòðîïèòàíèÿ íàïðÿæåíèåì 24 Â, è ÷åðåç 10 ìèí êàëîðè-
ìåòð íàãðåëñÿ íà òå æå 12 C∞ . Òåïëîåìêîñòüþ âûäåëÿþùå-
ãîñÿ êèñëîðîäà è ýëåêòðîíàãðåâàòåëÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
Ðàçëîæåíèå ïåðîêñèäà âîäîðîäà ïðîòåêàåò ïî ðåàêöèè

2 2 2 22H O 2H O O 198 *d›= + + .

1. Îïðåäåëèòå ïðèìåðíóþ ìàññîâóþ äîëþ ïåðîêñèäà âîäî-
ðîäà â èñõîäíîì ðàñòâîðå.

2. Îïðåäåëèòå îáúåì êèñëîðîäà (í.ó.), êîòîðûé âûäåëèë-
ñÿ ïðè ðàçëîæåíèè ïåðîêñèäà âîäîðîäà â ïåðâîì ýêñïåðè-
ìåíòå.

3. Ñêîëüêî ãðàììîâ ïåðìàíãàíàòà êàëèÿ ïîòðåáóåòñÿ,
÷òîáû ïðè åãî òåðìè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ïîëó÷èòü òî æå
êîëè÷åñòâî êèñëîðîäà?

Ðèñ. 1
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Çàäà÷è

(cì. ñ.25)

1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðèìåòð áàíêåòíîãî ñòîëà ðàâåí 2nà +
+ 2à, ãäå n – êîëè÷åñòâî ñòîëîâ ðàçìåðîì ¥a a .
2. Æóëèêè ñìîãóò ïåðåïðàâèòüñÿ. Âíà÷àëå ïåðâûé æóëèê îò-
âîçèò íà ïðîòèâîïîëîæíûé áåðåã ñâîè ÷åìîäàíû è âîçâðàùà-
åòñÿ, ÷òîáû çàáðàòü äâóõ äðóãèõ æóëèêîâ. Ïîñëå ïåðåïðàâû
âòðîåì íà ïðîòèâîïîëîæíûé áåðåã ïåðâûé æóëèê îñòàåòñÿ ñî
ñâîèìè ÷åìîäàíàìè, à âòîðîé è òðåòèé æóëèê âîçâðàùàþòñÿ.
Çàòåì âòîðîé æóëèê âìåñòå ñî ñâîèìè ÷åìîäàíàìè ïëûâåò ê
ïåðâîìó æóëèêó, îñòàâëÿåò òàì ñâîè ÷åìîäàíû è âìåñòå ñ
ïåðâûì æóëèêîì âîçâðàùàåòñÿ ê òðåòüåìó æóëèêó. Âòðîåì
ïðèïëûâàþò ê ïðîòèâîïîëîæíîìó áåðåãó, ïåðâûé è âòîðîé
æóëèêè îñòàþòñÿ íà áåðåãó, à òðåòèé æóëèê ïëûâåò çà ñâîèìè
÷åìîäàíàìè.
3. Äàííûå çàäà÷è ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü ãîä ïåðâîãî âûïóñ-
êà æóðíàëà, íî ýòî è òàê óêàçàíî íà åãî òèòóëüíîé ñòðàíèöå
– 1970 ãîä. Èòîãî: 37 ëåò. Ðàíåå â «Çàäà÷íèêå» ïå÷àòàëîñü

¥ =12 5 60  çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå â ãîä, ñåé÷àñ ¥ =15 3 45  è
åùå 150 çàäà÷ çà ïåðâûå 3 ãîäà èçäàíèÿ ïî 6 íîìåðîâ â ãîä.
Åñëè ïåðèîäè÷íîñòü âûïóñêà æóðíàëà èçìåíèëàñü ïî ïðîøå-
ñòâèè õ ëåò, òî íîìåð ïîñëåäíåé çàäà÷è â 2006 ãîäó äîëæåí
áûòü 60õ + 45(34 – õ) + 150. Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü (à åùå ïðî-
ùå – ïîäñìîòðåòü) íîìåð ïîñëåäíåé ìàòåìàòè÷åñêîé çàäà÷è â
ýòîì ãîäó – Ì2025. Èç óðàâíåíèÿ 60õ + 45(34 – õ) + 150 =
= 2025 íàõîäèì x = 23. Çíà÷èò, ñ 1970 ïî 1992 ãîä (ýòî 23
ãîäà!) æóðíàë «Êâàíò» âûõîäèë åæåìåñÿ÷íî, à íà÷èíàÿ ñ
1993 ãîäà ñòàë âûõîäèòü ïî øåñòü íîìåðîâ â ãîä.
4. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ≥ 2N . Íà
ðèñóíêå 3 ïðèâåäåí ïðèìåð äëÿ N = 3. Òðåóãîëüíèê 0AB C
ðàçáèò íà òðåóãîëü-

íèêè 0 1AB B , 1 2AB B

è 2AB C  òàêèå, ÷òî

=0 1 1 2 2: :B B B B B C
= 1 : 2 : 4 . Òî÷êè 0D
è 1D  ëåæàò íà ïåðå-
ñå÷åíèè ñðåäíåé ëè-
íèè 2DD  c îòðåçêà-
ìè 1AB  è 2AB , ïî-
ýòîìó 0 0B D , 1 1B D  è

2 2B D  – ìåäèàíû
òðåóãîëüíèêîâ ðàçáè-
åíèÿ. Ïîñêîëüêó ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ è
âäâîå ìåíüøå åãî, òî îíà ðàçáèâàåòñÿ â òîì æå îòíîøåíèè
1 : 2 : 4. Çíà÷èò, =0 1 0 1D D B B  è =1 2 1 2D D B B . Ïîýòîìó

0 0 1 1B D D B  è 1 1 2 2B D D B  – ïàðàëëåëîãðàììû, îòêóäà âñå ìåäèà-
íû ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.
Â îáùåì æå ñëó÷àå òî÷êè 

-
…1 2 1, , , NB B B  äåëÿò ñòîðîíó 0B C

Ðèñ. 3
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Çàäà÷è

(cì. «Êâàíò» ¹5)

1. Íå ìîæåò.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë õ, ó âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 2 2 2x x x y y y- + = - + .

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.
Åñëè õ = 2ó, òî ðàâåíñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ ê íåâåðíîìó òîæäå-

ñòâó - = -2 24 1 4 4y y .
Åñëè õ < 2y, òî - £ -1 2 2x y , õ + 1 < 2ó + 2, è âûðàæåíèå â
ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà áîëüøå âûðàæåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè.
Åñëè õ > 2y, òî õ – 1 > 2ó – 2, + ≥ +1 2 2x y , è âûðàæåíèå â
ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà áîëüøå âûðàæåíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè.

Èòàê, âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
2. 32 êëåòêè (êàê ýòî ñäåëàòü,
ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî
áîëüøå 32 êëåòîê îòìåòèòü íå-
âîçìîæíî, ðàçäåëèì äîñêó íà
16 êâàäðàòîâ ðàçìåðîì ¥2 2 .
Åñëè íà äîñêå îòìå÷åíî áîëü-
øå 32 êëåòîê, òî íàéäåòñÿ
êâàäðàò, â êîòîðîì îòìå÷åíî
íå ìåíüøå òðåõ êëåòîê. Íî
òîãäà, î÷åâèäíî, îäíà èç ýòèõ

êëåòîê áóäåò èìåòü îáùóþ ñòîðîíó ñ äâóìÿ äðóãèìè, ÷òî íå-
äîïóñòèìî.
3. Äîêàæåì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ êðàñíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ
êðàñíûì ÷èñëîì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðîèçâåäå-
íèå íåêîòîðûõ êðàñíûõ ÷èñåë 1*  è 2*  – ñèíåå ÷èñëî:

=1 2* * “ . Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî 2*  + ñ – ñèíåå ÷èñ-

ëî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ( )+1 2* * “ . Ñ îäíîé ñòîðîíû,

ýòî êðàñíîå ÷èñëî – êàê ïðîèçâåäåíèå ðàçíîöâåòíûõ ÷èñåë. Ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ( )+ = +1 2 1 2 1* * “ * * * “  ýòî ñèíåå ÷èñëî – êàê

ñóììà äâóõ ðàçíîöâåòíûõ
÷èñåë (÷èñëî 1 2* *  ïî ïðåä-
ïîëîæåíèþ ñèíåå, à ÷èñëî
ê
1
ñ ïî óñëîâèþ êðàñíîå).

Ïðîòèâîðå÷èå.
4. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî
òðåóãîëüíèêè DPA, PQB,
QDC ðàâíû (ðèñ.2).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òðåóãîëüíèê
ÀÐÂ ïðàâèëüíûé, à ñòîðîíû
ÀÂ è CD ÿâëÿþòñÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíûìè ñòîðîíàìè ïà-
ðàëëåëîãðàììà, ïîëó÷àåì

AP = PB = AB = CD. Àíàëîãè÷íî, AD = BC = QB = QC.
Îáîçíà÷èì α– = – =BAD BCD . Òîãäà

α– = + ∞60DAP ,   α– = + ∞60QCD ,

 ( )– = ∞ - – + – + – =360PBQ PBA QBC ABC

= ( )360 120 180 60α α∞ - ∞ + ∞ - = + ∞ .

Èòàê, Δ Δ Δ= =DPA PQB QDC  ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæ-
äó íèìè. Òîãäà PQ = QD = DP, ò.å. òðåóãîëüíèê PQD ðàâ-
íîñòîðîííèé.
5. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå èç òðåõ ìèëëèîíçíà÷íûõ
÷èñåë 1…11, 1…12, 1…13, â êîòîðûõ ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷å-
íû åäèíèöû, ÿâëÿåòñÿ êîøà÷üèì. Óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî áîëü-

Ðèñ. 2

øåå êîëè÷åñòâî êîøà÷üèõ ÷èñåë íå ìîæåò ñòîÿòü ïîäðÿä â íà-
òóðàëüíîì ðÿäó.
Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî ñðåäè öèôð ëþáîãî êîøà÷üåãî ÷èñëà îò-
ñóòñòâóþò íóëè, ïîýòîìó ïîäðÿä ñòîÿùèõ êîøà÷üèõ ÷èñåë ìî-
æåò áûòü íå áîëüøå äåâÿòè, ïðè÷åì ó âñåõ ýòèõ ÷èñåë öèôðû
ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ, íà÷èíàÿ ñ ðàçðÿäà äåñÿòêîâ, ñîâïàäàþò.
Ðàññìîòðèì ýòè ÷èñëà è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ð ïðîèçâåäåíèå
öèôð â èõ ñòàðøèõ ðàçðÿäàõ. Ïî óñëîâèþ, êàæäîå èç ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êîøà÷üèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà Ð. Ïîñêîëüêó êàæ-
äûå äâà ðÿäîì ñòîÿùèå ÷èñëà íàòóðàëüíîãî ðÿäà âçàèìíî
ïðîñòû, òî Ð = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå öèôðû ñòàðøèõ ðàç-
ðÿäîâ ðàññìàòðèâàåìûõ êîøà÷üèõ ÷èñåë ðàâíû 1. Â ðàçðÿäå
åäèíèö ýòèõ ÷èñåë íå ìîãóò ñòîÿòü öèôðû 4 è 8 (óáåäèòåñü â
ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî). Çíà÷èò, ïîäðÿä ìîæåò ñòîÿòü ñàìîå
áîëüøåå òðè êîøà÷üèõ ÷èñëà.

Ðèñ. 1
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kπ+ , k ŒZ . Óêàçàíèå. Ïðåîáðà-

çóéòå óðàâíåíèå ê âèäó
2

8 sin cos 6 sin 2 cos 2 cos 0x x x x x- + = .

2. [ )
13 97
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ÍÎ
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3. 
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35 35
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2 2

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯ . Óêàçàíèå. Ïîëîæèâ 
y

a
x

= , x – y =

= b, ïðèâåäèòå ñèñòåìó ê âèäó
23 2 ,

2 3 .

a ab b

a ab b

Ï = -Ô
Ì

= +ÔÓ
Ñëîæèâ óðàâíåíèÿ ïîñëåäíåé ñèñòåìû, èìååì

2
3 2 3 2a a ab b+ = + ,  ò.å. ( ) ( )3 2 0a a b+ - = .

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî a = b, ëèáî 
2

3
a = - .

4. 
52

231
; 

13 31
2arccos arccos

20 200
π - = .

Ïóñòü îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â ïÿòèóãîëüíèê, êàñàåòñÿ ñòî-
ðîí ÀÂ, ÂÑ, CD, DE è ÅÀ â òî÷êàõ 1 1 1, ,A B C , 1D  è 1E  ñîîò-
âåòñòâåííî, èìååò öåíòð Î è ðàäèóñ r (ñäåëàéòå ðèñóíîê).
Ïîëîæèì 1B B x= . Òîãäà 1BA x= . Òàê êàê 1 1B C CC=  è
BC = CD, òî ïîëó÷àåì 1C D x= , òîãäà 1DD x= . Ïîñêîëüêó

1 1ED EE=  è AE = ED, òî 1 1AE DD x= = . Ñëåäîâàòåëüíî,

1AA x=  è ÀÂ = 2õ = 8. Ïóñòü 2AED α– = , 2BCD β– = ,
BAD γ– = , ABD δ– = , BDA ϕ– = . Çàìåòèì, ÷òî OBA– =

OBC OAB= – = – = arctg
r

OAE ODE ODC
x

– = – = – = . Òîã-

äà 2
2 2

CDE ODC
π π

ϕ α β– = – = + - + - , 2EAB OAB– = – =

2

πγ α= + - , 2
2

ABC OBA
πδ β– = – = + -  è ñïðàâåäëèâû ðà-

âåíñòâà 
2 2

π π
γ α π ϕ α β δ β+ - = + - - = + - . Îòñþäà

2

πα ϕ δ= + - , 
2

π
β ϕ γ= + - , 2CDE γ δ ϕ π ϕ– = + - = - . Äà-

ëåå, èç 1DODΔ  ïîëó÷àåì 1
2 2

CDE
ODD

π ϕ–
– = = - , è èñêî-

ìûé ðàäèóñ tg 4 ctg
2

r x
π ϕ ϕÊ ˆ= - =Á ˜Ë ¯ . Èòàê, îñòàëîñü íàéòè

óãîë ϕ , äëÿ ÷åãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé êîñèíóñîâ â
ABDΔ . Ïîëó÷àåì 64 81 100 2 9 10 cosϕ= + - ◊ ◊ ◊ , ò.å.

13
cos

20
ϕ = , 2 31

cos2 2cos 1
200

ϕ ϕ= - = - . Îòñþäà CDE– =

31
arccos

200
= . Íàêîíåö, 

2

4 cos

1 cos
r

ϕ

ϕ
=

-

52

231
= .

5. 2;  
8 2 7

3

±
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàäàåò ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé ñ
öåíòðàìè ( )1; 3 1tO t t- -  è ðàäèóñàìè tR t= . Êàæäàÿ òàêàÿ
îêðóæíîñòü èìååò ñ ïðÿìîé õ = –1 åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷-

êó ( )1; 3 1tA t- - , ò.å. êàñàåòñÿ ïðÿìîé õ = –1 â òî÷êå tA .

â îòíîøåíèè -…2 11 : 2 : 2 : : 2N , îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ àíà-
ëîãè÷íû.
5. ×èñëî 20 – ó âòîðîãî ëîãèêà, 30 – ó òðåòüåãî.
Ïóñòü 1 2 3, ,a a a  – ÷èñëà, íàïèñàííûå íà ëáó ïåðâîãî, âòîðîãî
è òðåòüåãî ëîãèêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëå òîãî êàê âñå ëîãèêè
âûñêàçàëèñü ïî îäíîìó ðàçó, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî π1 2a a ,

1 3a aπ , π2 3a a . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû, íàïðèìåð, âûïîë-
íÿëîñü ðàâåíñòâî =2 3a a , òî ïåðâûé ëîãèê ñäåëàë áû âûâîä,
÷òî íåíóëåâîå ÷èñëî, íàïèñàííîå ó íåãî íà ëáó, ìîæåò áûòü
òîëüêî ñóììîé +2 3a a  è ñðàçó ñîîáùèë áû îòâåò.
Êðîìå òîãî, π1 32a a . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: ïóñòü

=1 32a a . Òîãäà îòâåò ñìîã áû ñîîáùèòü âòîðîé ëîãèê, ðàñ-
ñóæäàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó èçâåñòíî, ÷òî

π2 3a a , òî + π2 3 32a a a , ò.å. + π2 3 1a a a . Òàê êàê ê òîìó æå
>1 3a a , òî + π1 2 3a a a . Çíà÷èò, = +2 1 3a a a , ò.å. =2 33a a  –

îòâåò. Íî âòîðîé ëîãèê ïðîìîë÷àë, ñëåäîâàòåëüíî, π1 32a a .
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà π1 22a a  è π2 12a a  –
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýòî íå òàê, ñâîé îòâåò ñîîáùàåò òðåòèé
ëîãèê.
Ïîäûòîæèâàÿ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîñëå òðåõ îòâåòîâ ëîãèêîâ âå-

ëè÷èíà 1a  íå ìîæåò áûòü ðàâíîé 2

2 3 2 3, , 2 , 2 ,
2

a
a a a a  – íàçîâåì

ñîâîêóïíîñòü ýòèõ âåëè÷èí «çàïðåùåííûì» ìíîæåñòâîì.
À òåïåðü ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ ïåðâîãî ëîãèêà, êîãäà îí ñî-
îáùèë ñâîé îòâåò. Íà åãî ëáó ìîãëî áûòü íàïèñàíî ëèáî ÷èñ-

ëî +2 3a a , ëèáî ÷èñëî - π2 3 0a a . Îäíîçíà÷íûé âûâîä

ìîæíî ñäåëàòü ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè îäíî èç ýòèõ äâóõ ÷è-
ñåë ïðèíàäëåæèò «çàïðåùåííîìó» ìíîæåñòâó. Çäåñü ïðèäåòñÿ
îñóùåñòâèòü ïåðåáîð. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñóììà +2 3a a  íå
ìîæåò ïðèíàäëåæàòü «çàïðåùåííîìó» ìíîæåñòâó. Ïåðåáèðàÿ

ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè äëÿ -2 3a a , ïðèõîäèì ê ñëåäóþ-

ùèì âàðèàíòàì: ëèáî =3 22a a , ëèáî =3 23a a , ëèáî =2 32a a ,
ëèáî =2 33a a , ëèáî =3 22 3a a . Â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ
äëÿ âåëè÷èíû = +1 2 3a a a  ïîëó÷àåì ëèáî =1 23a a , ëèáî

=1 33a a , ëèáî =1 24a a , ëèáî =1 34a a . Íè â îäíîì èç ýòèõ
ñëó÷àåâ äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 2 3,a a  íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ
÷èñëî 50. Îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé âàðèàíò =3 22 3a a . Â ýòîì ñëó-

÷àå = + = =1 2 3 2

5
50

2
a a a a , îòêóäà =2 20a è =3 30a .

ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß È ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ

1. Äà. Áîëåå òîãî, ( )
11

2
3

f x x= -  ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðå-

øåíèåì ïðåäëîæåííîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (â êëàñ-

ñå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé).
2. Íåò. Áîëåå òîãî, ïðåäëîæåííîå ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå
âîîáùå íå èìååò ðåøåíèé â êëàññå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

3. ( )
33

4

x
f x

x

-
= .

4. ( ) 22001 2001f =  (îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä ( ) ( )2f x x g x= + , ãäå ( )g x  – ïðî-

èçâîëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì Ò = 1, îïðåäå-
ëåííàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé).

5. ( ) 0f x ∫ ; ( ) 1cf x ∫  ïðè 0x π , ( )0cf c= , ãäå ñ – ïðîèç-
âîëüíàÿ êîíñòàíòà.

6. 
5 3

24
 ( ( )

3

6
f x x= -  äëÿ ðàöèîíàëüíûõ õ).

7. 
3

27
 ( ( ) 3xf x =  äëÿ ðàöèîíàëüíûõ õ).

8. Äà (äîêàæèòå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, ÷òî
( ) cosf n n= ).



Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû çàäàåò îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì
( )2; 5O  è ðàäèóñîì R = 3 è òàêæå êàñàåòñÿ ïðÿìîé õ = –1 â

òî÷êå ( )1; 5A - . Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè
îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî êàñàíèå îêðóæíîñòåé ìî-
æåò áûòü ëèøü ïðè t > 0, òàê êàê ïðè 0t £  îêðóæíîñòè ëå-
æàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé õ = –1 è

tA Aπ . Ïðè t > 0 âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå
êàñàíèå ïðîèñõîäèò íà ïðÿìîé õ = –1, âî âòîðîì ñëó÷àå óñëî-

âèå êàñàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ( )
22

t tOO R R= + .

6. 1) 
2

arcsin
3

;   2) 
7

arctg
5

;   3) 
14 35

3
.

Ïóñòü Î – öåíòð ñôåðû, r = 2 – åå ðàäèóñ. Îáîçíà÷èì

1 1 1BC B C a= = = , 1 1 6AD A D b= = = . ×åðåç Î ïðîâåäåì

ïëîñêîñòü Ï ïåðïåíäèêóëÿðíî áîêîâûì ðåáðàì ïðèçìû.
Ïóñòü Ï ïåðåñåêàåò ïðÿìûå 1AA , 1BB , 1CC , 1DD  â òî÷êàõ
A¢ , B¢ , C¢ , D¢ . Òî÷êè A¢ , B¢ , C¢ , D¢  ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
êàñàíèÿ ïðÿìûõ 1AA , 1BB , 1CC , 1DD  ñî ñôåðîé. Öåíòð Î
ëåæèò íà ïðÿìîé ( )1 1A D o AA D D=¢ ¢ ∩ . Òàêèì îáðàçîì,
A D¢ ¢  – äèàìåòð ñôåðû è äèàìåòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé
îêîëî ÷åòûðåõóãîëüíèêà A B C D¢ ¢ ¢ ¢ . Îòñþäà 2 4A D r= =¢ ¢ .
Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íà ïëîñêîñòü Ï ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè
AD è ÂÑ ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè A D¢ ¢  è B C¢ ¢ ,
ò.å. A B C D¢ ¢ ¢ ¢  – âïèñàííàÿ òðàïåöèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíî-

áîêàÿ òðàïåöèÿ. Êàæäîå èç îòíîøåíèé 
A D

AD

¢ ¢
, 

B C

BC

¢ ¢
 ðàâíî

êîñèíóñó óãëà ìåæäó AD (èëè ÂÑ, èëè 1 1BC , èëè 1 1A D ) è

ïëîñêîñòüþ Ï è òàêæå îíî ðàâíî ñèíóñó óãëà ϕ  ìåæäó AD è

áîêîâûì ðåáðîì ïðèçìû. Íàõîäèì 
2 2

sin
3

A D r

AD b
ϕ

¢ ¢
= = = ,

ò.å. ( )1

2
, arcsin

3
AD CC– = .

Èìååì 
A D B C

AD BC

¢ ¢ ¢ ¢
= , îòêóäà 

2ar
B C

b
=¢ ¢ . Äâóãðàííûé óãîë

ìåæäó ãðàíÿìè 1 1CC D D  è 1 1DD A A  ðàâåí C D A– =¢ ¢ ¢
B A D= –¢ ¢ ¢ ¢ . Â òðàïåöèè A B C D¢ ¢ ¢ ¢  ïðîâåäåì âûñîòó ÎÍ (êî-

òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè òðàïåöèè). Äàëåå,

2
2 2 2

2

B C
OH OB B H r

¢ ¢Ê ˆ= - = - =¢ ¢ Á ˜Ë ¯
2 2r

b a
b

- ,

7
tg

5

OH b a
B A D

A O B H b a

+
– = = =¢ ¢ ¢

- -¢ ¢
.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûé äâóãðàííûé óãîë ðàâåí 
7

arctg
5

.

Ïëîùàäü

( )
1

2
A B C DS A D B C OH

¢ ¢ ¢ ¢
= + =¢ ¢ ¢ ¢

( )2
2 2

2

r a b
b a

b

+
- .

Ïóñòü K è L – ñåðåäèíû îñíîâàíèé AD è ÂÑ. Ïîñêîëüêó
ABCD – ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, KL AD^ . Ïðÿìàÿ ÎÍ –
ïðîåêöèÿ ïðÿìîé KL íà ïëîñêîñòü Ï. Òàê êàê OH A D^ ¢ ¢ ,
òî KL A D^ ¢ ¢ . Òàêèì îáðàçîì, KL ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì
íåïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì AD è A D¢ ¢ , ëåæàùèì â ïëîñêîñòè

1 1AA D D , çíà÷èò, KL ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè 1 1AA D D .
Îòñþäà 1KL AA^ , ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêöèÿ ïðÿìîé 1AA  íà
ïëîñêîñòü ABCD ïåðïåíäèêóëÿðíà KL, ò.å. ïðîåêöèåé ïðÿ-
ìîé 1AA  íà ïëîñêîñòü ABCD ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ AD. Çíà÷èò,
óãîë β  ìåæäó 1AA  è ABCD ðàâåí óãëó ϕ  ìåæäó 1AA  è AD.

Èìååì 
2

sin sin
r

b
β ϕ= = . Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ

( ) 2 2

sin 2
A B C D

ABCD

r a bS
S b a

bβ
¢ ¢ ¢ ¢

+
= = - .

Ïî óñëîâèþ âûñîòà ïðèçìû ðàâíà 2r, ïîýòîìó åå îáúåì

( )2
2 2 14 35

2
3

ABCD

r a b
V rS b a

b

+
= = - = .

Âàðèàíò  2

1. ( )0; 0 , ( )4; 2± . Óêàçàíèå. Ïðè ó = 0 ïîëó÷àåì õ = 0.
Ïóñòü 0y π . Ïåðåìíîæèâ ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïî-

ëó÷èì ( )2 2 4 430 8x y x y= - . Ïóñòü 
2

0
x

t
y

Ê ˆ
= >Á ˜Ë ¯

, òîãäà

2
4 15 4 0t t- - = . Îòñþäà t = 4. Èòàê, 2x y= ± . Ïðè õ = 2ó

èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íàõîäèì ó = 2, õ = 4. Ïðè õ =
= –2ó àíàëîãè÷íî íàõîäèì ó = –2, õ = 4.

2. 
2

k
π π+ , 

4
k

π
π+ , 2

2 6
k

π π π± + , k ŒZ . Óêàçàíèå. Èñõîäíîå

óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè cos 3x = 0 ëèáî

3 3
ctg 2cos

4 4
x x

π πÊ ˆ Ê ˆ- = -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
 ïðè 

3
ctg 0

4
x

πÊ ˆ- ≥Á ˜Ë ¯
.

Â ïåðâîì ñëó÷àå 
6 3

n
x

π π
= + . Ïðè n = 3k èìååì 

6
x k

π
π= +  è

3 7
ctg ctg 0

4 6 12
k

π π π
πÊ ˆ- - = <Á ˜Ë ¯

, ò.å. 
6

x k
π

π= +  – íå ðåøåíèÿ.

Ïðè 3 1n k= ±  èìååì 
6 3

x k
π π

π= + ±  è

ctg 0,
3 4

ctg
114 6 3

ctg 0.
12

k

π
π π ππ

π
∓

Ï >ÔÔÊ ˆ- - = ÌÁ ˜Ë ¯ Ô <
ÔÓ

Ñëåäîâàòåëüíî, 
6 3

x k
π π

π= + +  – ðåøåíèÿ, à 
6 3

x k
π π

π= + -  –

íåò.
Âî âòîðîì ñëó÷àå

23 3
ctg 4cos

4 4
x x

π πÊ ˆ Ê ˆ- = -Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
,

ïðè÷åì 
3

cos 0
4

x
πÊ ˆ- ≥Á ˜Ë ¯

. Îòñþäà ëèáî 
3

cos 0
4

x
πÊ ˆ- =Á ˜Ë ¯

, ëèáî

3 1
sin 2 cos2

2 2
x x

πÊ ˆ- = - =Á ˜Ë ¯
.

Çíà÷èò, ëèáî 
4

x k
π

π= +  – ðåøåíèÿ, ëèáî 
3

x k
π π= ± + . Ïðè

k = 2m ïîëó÷àåì 2
3

x m
π

π= ± +  è

 

5
cos 0,

3 12
cos

134 3
cos 0.

12

π
π π

π

Ï >ÔÔÊ ˆ = ÌÁ ˜Ë ¯ Ô <
ÔÓ

∓

Ñëåäîâàòåëüíî, 2
3

x m
π π= +  – ðåøåíèÿ, à 2

3
x m

π
π= - +  –

íåò. Åñëè k = 2m + 1, òî 2
3

x m
π

π π= ± + +  è

 

5
cos 0,

3 12
cos

114 3
cos 0.

12

π
π π

π
π

Ï- <ÔÔÊ ˆ- = ÌÁ ˜Ë ¯ Ô- >
ÔÓ

∓

Ñëåäîâàòåëüíî, 2
3

x m
π

π π= + +  – íå ðåøåíèÿ, à

2
3

x m
π

π π= - + +  – ðåøåíèÿ.

3. ( ]
7

3 ; 2 2; 3
2

Ê ˆ
-Á ˜Ë ¯

∪ ∪
11 41 65 7

; 3 ; 5
3 8 2

È ˆ Ê ˆ-
+Í ˜ Á ˜¯ Ë ¯ÍÎ

∪ . Óêàçà-

íèå. Òàê êàê ( ) ( )212 10 2 10 2 1x x x x- - = - - , íàõîäèì, ÷òî

ÎÄÇ èìååò âèä 0 10 2 1x< - π  è 0 1 1x< - π , ò.å.

( )
9 9

1; 2 2; ; 5
2 2

x ∪ ∪
Ê ˆ Ê ˆŒ Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯

. Ïóñòü ( )1log 10 2xy x
-

= - . Òîãäà

2

1 2 1

y

y y
£

+ -
, è 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 1 23 2
0

1 2 1 1 2 1

y yy y

y y y y

- -- +
= ≥

+ - + -
. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ( ) [ )
1

; 1 ; 1 2;
2

y ∪ ∪
Ê ˘Œ -• - + •Á ˙Ë ˚

. Äàëüíåéøåå ÿñíî.
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4. 
4 15

12
R

+
.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ íàõîäèì 
1

sin
2 2

AB
C

R
– = =  è BC =

4
2 sin

3
R A R R AB= – = > = . Òàê êàê â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ

áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë, òî îñòðûé óãîë A
áîëüøå óãîëà C. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë C îñòðûé è

3
cos

2
C– = . Òîãäà ( )

2 15
cos cos 0

6
B A C

-
– = - – + – = < .

Ïóñòü 1r  — ðàäèóñ îêðóæíîñòè 1O . Òàê êàê B–  òóïîé, òî

12r R> . Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, ( )
22

12
2

AC
R r R= - - =

2

1 12 Rr r= - .

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ, 
2

1 12
sin

2

Rr rAC
B

R R

-
– = = . Òîãäà

12 2 15
cos

6

R r
B

R

- -
– = = , à 1

4 15

12
r R

+
= .

5. 

2
49 2cos sin 1 5

36 3 3 3 4

a aÊ ˆ
- - - -Á ˜Ë ¯

;  
1

arctg
2

π + .

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå ( ),f x y  åñòü êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ îò

òî÷êè À ñ êîîðäèíàòàìè 
1

1;
2

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

 äî òî÷êè ( );x y  ìèíóñ 
5

4
.

Äëÿ ëþáîãî 
3

;
2 2

a
π πÈ ˘Œ Í ˙Î ˚

 çàäàííîå ìíîæåñòâî òî÷åê ( )M a

åñòü êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå ( )
cos sin

;
3 3

a a
O a

Ê ˆ= Á ˜Ë ¯
 ðàäèóñîì

1

3
. Âèäèì, ÷òî ( )A M aœ  äëÿ âñåõ 

3
;

2 2
a

π πÈ ˘Œ Í ˙Î ˚
, òàê êàê

 ( )
2 2

2 cos 1 sin 5 2cos sin 1 1
1

3 2 3 4 3 3 9 9

a a a a
AO a

Ê ˆ Ê ˆ= - + - = - - + >Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ .

Ïîýòîìó

( )
( ) ( )

2
1 5

min
3 4M a

f g a AO a
Ê ˆ= = - -Á ˜Ë ¯ .

Ìàêñèìóì çíà÷åíèÿ  ( )g a  ïðè 
3

;
2 2

a
π πÈ ˘Œ Í ˙Î ˚

 äîñòèãàåòñÿ ïðè

ìàêñèìóìå ôóíêöèè ( )
2cos sin

3 3

a a
h a = - - . Òàê êàê

( )
2sin cos

0
3 3

a a
h a = - =¢  ïðè 

1 3
arctg ;

2 2 2
a

π ππ È ˘= + Œ Í ˙Î ˚
 è

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

 
1 3

2 3 2
h h

π πÊ ˆ Ê ˆ= - < =Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯
1 1

arctg
3 2

h πÊ ˆ< + =Á ˜Ë ¯
5

3
,

òî ìàêñèìóì çíà÷åíèÿ ( )g a  äîñòèãàåòñÿ ïðè a
1

arctg
2

π= + .

6. 
9

2
; 

3 7

2 5
; 

81

2 2
.

Ïóñòü Î – öåíòð ñôåðû. Òîãäà îòðåçêè 1OB  è 1OA  ïåðïåíäè-
êóëÿðíû ñîîòâåòñòâóþùèì ãðàíÿì è ïîýòîìó ëåæàò íà âûñî-
òàõ ïèðàìèäû, ò.å. âûñîòû 1AA  è 1BB  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå
Î è ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç

1AA  è 1BB , ïåðïåíäèêóëÿðíà CD, òàê êàê 1AA  è 1BB  ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû CD, è ïåðåñåêàåò îòðåçîê CD â òî÷êå F. Äà-
ëåå, 1 1B F A F= êàê êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå ê ñôåðå èç òî÷-
êè F. Òàê êàê 1 1OB OA R= = , ãäå R – ðàäèóñ ñôåðû, è

1 1B OA A OB– = –  êàê âåðòèêàëüíûå, òî 1 1OB A OA BΔ Δ=  è

1 1AB BA= . Ïîýòîìó AF = BF. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìîóãîëüíûå
òðåóãîëüíèêè AFC è BFC ðàâíû, òàê êàê AF = BF è CF —
èõ îáùàÿ ñòîðîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ÀÑ = ÂÑ. Àíàëîãè÷íî,

BDF ADFΔ Δ=  è  AD = BD.

Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé ABFΔ . Ïóñòü FT — åãî âûñîòà.
Òîãäà FT ïåðïåíäèêóëÿðåí ÀÂ è CD, ò.å. FT — èñêîìîå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó ÀÂ è CD. Îáîçíà÷èì OBF ϕ– = . Òîãäà

4 2
OFB ABO

π ϕ
– = – = - . Èìååì 

3 6

2 2 5

KL
TK TL= = = ,

3 3

2 52

AB KL
LB AK

Ê ˆ-
= = = -Á ˜Ë ¯

, 
3

2
TB TL LB= + = . Äà-

ëåå íàõîäèì sin
R

OB
ϕ= , ( )cos

4 2

TB

OB

π ϕ
= - , ò.å.

3
cos

4 22
OB

π ϕÊ ˆ= -Á ˜Ë ¯ , 
3

2
R =

sin

cos
4 2

ϕ
π ϕÊ ˆ-Á ˜Ë ¯

. Ïî òåîðåìå êîñè-

íóñîâ èç OLBΔ  íàõîäèì

 
2 2 2 2 cos

4 2
R OB LB LB OB

π ϕÊ ˆ= + - ◊ ◊ -Á ˜Ë ¯ ,

îòêóäà 
3

tg
5

R ϕ= . Òàêèì îáðàçîì,

1 cos
cos sin

2 25 cos sin
2 2

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ= = -
+

,

ò.å. 
4

sin
5

ϕ = , cos
4 2

π ϕÊ ˆ-Á ˜Ë ¯
3

10
= , 

1
sin

4 2 10

π ϕÊ ˆ- =Á ˜Ë ¯ ,

ctg 3
4 2

π ϕÊ ˆ- =Á ˜Ë ¯
, è èñêîìîå ðàññòîÿíèå

9
ctg

4 2 2
FT TB

π ϕÊ ˆ= - =Á ˜Ë ¯
.

Çàîäíî íàõîäèì

 3 5

sin
4 2

TB
AF BF

π ϕ
= = =

Ê ˆ-Á ˜Ë ¯

,   2 2FC AC AF= -
3

2
= .

Ïóñòü h – ðàññòîÿíèå îò òî÷êè F äî ïëîñêîñòè ÀÂÑ, à d –
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ñôåðû Î äî ïëîñêîñòè ÀÂÑ. Òîãäà
h FT

d OT
= . Òàê êàê 

1
tg

4 2 2
OT TB

π ϕÊ ˆ= - =Á ˜Ë ¯
, òî 9

h

d
= . Ðàäè-

óñ èñêîìîé îêðóæíîñòè 
2 2r R d= - . Ðàäèóñ ðàññìàòðèâàå-

ìîé ñôåðû 
3

2
R = sin 4

5
cos

4 2

ϕ
π ϕ

=
Ê ˆ-Á ˜Ë ¯

. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ h

èìååì 13 ABCF ABC FBCV h S AA S= ◊ = ◊ , ò.å. 1
FBC

ABC

S
h AA

S
= ◊ .

Òàê êàê 1

9
cos

4 2 5
AA AB

π ϕÊ ˆ= - =Á ˜Ë ¯
, ABCS =

2
2

2 2

AB AB
BC

Ê ˆ= - =Á ˜Ë ¯
5

9
2

, 
9 5

2 2 2
FBC

FC BF
S

◊
= = , òî

9

2 5
h = , 

1

2 5
d = , è èñêîìûé ðàäèóñ 

16 1 3 7

5 20 2 5
r = - = .

Íàêîíåö, èñêîìûé îáúåì 1

3
ABCD BCD

AA
V S= ◊ , ãäå 

BCDS =

2

CD BF◊
= , CD = FC + DF, 2 2DF AD AF= - 3 2= ,

9

2
CD = , 

27 5

2 2
BCD

S = . Îòñþäà ïîëó÷àåì 
81

2 2
ABCDV = .

Âàðèàíò  3

1. 
8 4

kπ π
+ , k Œ Z . 2. ( )1; 3; 2- . 3. ( ) ( ); 1 3;-• - + •∪ .

4. 8; 
2

arccos
3

π - ;  5. 5. b = 0.

6. 
26

6

a
;  

3

8
a ;  

24

a
.



Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. Íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ 0v  íàõîäèì èç óñëîâèÿ

0

1

2
s v t= . Ñêîðîñòü v íà ñåðåäèíå òîðìîçíîãî ïóòè s

( 2 2
2

s
v a= ) ñâÿçàíà ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ( 2

0 2v as= ) ñîîò-

íîøåíèåì 0

2

v
v = . Îòñþäà ïîëó÷àåì

2
7 ì “

s
v

t
= = .

2. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ñîîò-
íîøåíèåì äëÿ ìîëÿðíûõ òåïëîåìêîñòåé (ôîðìóëîé Ìàéåðà)

p VC C R- = . Òîãäà

p pQ C Tν Δ= , V VQ C Tν Δ= , ( )p V

m
Q C C T R TΔ ν Δ Δ

Μ
= - = .

Îòñþäà íàõîäèì èñêîìóþ ìîëÿðíóþ ìàññó:

0,1 *ã ì%ëü
R T

m
Q

Δ
Μ

Δ
= = .

3. 1) Òàê êàê ïî óñëîâèþ ñõåìà ýêâèâàëåíòíà áàòàðåå ïðè ëþ-

áîé íàãðóçêå, ìîæíî ðàññìîòðåòü òàêèå ÷àñòíûå ñëó÷àè, ïðè
êîòîðûõ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ëåã÷å âñåãî. Íàïðèìåð, 0E  ðàâíî
íàïðÿæåíèþ íà ðàçîìêíóòûõ êëåììàõ, à 0r  ìîæíî íàéòè,
çíàÿ, ÷òî ïî ïðîâîäíèêó, çàìûêàþùåìó êëåììû íàêîðîòêî,
áóäåò òå÷ü òîê 0 0rE .
Ïðè ðàçîìêíóòûõ êëåììàõ À è B òîê â êîíòóðå íå èäåò, è

ABU = E , îòêóäà ïîëó÷àåì  0 =E E . Åñëè êëåììû À è Â çàì-
êíóòü ïåðåìû÷êîé ñ íóëåâûì ñîïðîòèâëåíèåì, òî 0ABU = ,
ïîýòîìó ÷åðåç áàòàðåè ïîòåêóò òîêè

1I
r R

=
+
E

 è 2I
r

=
E

.

Òîê ÷åðåç ïåðåìû÷êó ÀÂ áóäåò ðàâåí

( )
1 2

2r R
I I I

r R r r R r

+
= + = + =

+ +
E E

E .

Îòñþäà íàõîäèì

( )0
0

2

r R r
r

I r R

+
= =

+

E
.

2) Ïðè ïîäêëþ÷åíèè ê áàòàðåå ( )0 0,rE  ðåçèñòîðà ñîïðîòèâëå-
íèåì xR  íà íåì áóäåò âûäåëÿòüñÿ ìîùíîñòü

( )

2 2
0 0

2
0 0

x
x

x x

R
P R

r R r R

Ê ˆ
= =Á ˜+Ë ¯ +

E E
.

Ýòî âûðàæåíèå ìàêñèìàëüíî ïðè 0xR r=  (â ÷åì ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé). Çíà÷èò,

( )

2
x

r R r
R

r R

+
=

+
.

4. Óâåëè÷åííîå èçîáðàæåíèå ïðåäìåòà ìîæåò äàòü òîëüêî ñî-
áèðàþùàÿ ëèíçà (åå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå F > 0). Óâåëè÷å-
íèå ðàâíî

f F F

d d F x
Γ = = =

-
,

ãäå d – ðàññòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî ëèíçû, à x = d – F – ðàñ-
ñòîÿíèå îò ïðåäìåòà äî áëèæàéøåãî ê íåìó ôîêóñà. Ïîëîæå-
íèÿ ïðåäìåòà, äàþùèå äâóêðàòíîå óâåëè÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþò
x = F/2 è ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ôîêóñà

íà ðàññòîÿíèè F/2 îò íåãî, ò.å. 1 2d F=  è 2 3 2d F= . Ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïîëîæåíèÿìè ðàâíî F, ÷òî ïî óñëîâèþ
ðàâíî 6 ñì + 3 ñì = 9 ñì. Çíà÷èò, F = 9 ñì.
Òåïåðü íàõîäèì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ïðåäìåòà:

0

3 “ì 6 “ì
3 “ì 1,5 “ì

2
x

+
= - =

è íà÷àëüíîå óâåëè÷åíèå:

0
0

9 “ì
6

1,5 “ì

F

x
Γ = = = .

5. 1) Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü íèæíåãî ãðóçà v, òîãäà ñêîðîñòü
âåðõíåãî áóäåò v/4. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

( )
2 24

2 2

m v mv
+ = ( ) ( )0 01 cos 4 1 cosmgl mg lϕ ϕ- + ◊ -

íàõîäèì

( )0

10 5
4 1 cos 4

17 17
v gl glϕ= - = .

2) Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü
óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé 2 0ϕ ω ϕ+ =¢¢ , è òîãäà

2
T

π
ω

= .

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â âèäå

( ) ( )
2 2

4
cos

2 2

m l m l
mgl

ϕ ϕ
ϕ

¢ ¢
+ - - 4 cos constmg l ϕ◊ = ,

èëè
217 10 cos constl gϕ ϕ- =¢ ,

ãäå ϕ¢  – óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàÿòíèêà. Òåïåðü ïðîäèôôåðåíöè-
ðóåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî âðåìåíè:

17 2 10 sin 0l gϕ ϕ ϕ ϕ◊ + ◊ =¢ ¢¢ ¢ , èëè  
5

sin 0
17

g

l
ϕ ϕ+ =¢¢ .

Ïðè ìàëûõ ϕ  ( )sin ϕ ϕ=  ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

5
0

17

g

l
ϕ ϕ+ =¢¢ ,

èç êîòîðîãî íàõîäèì

2 5

17

g

l
ω = , è 

17
2

5

l
T

g
π= .

Âàðèàíò 2

1. 1,5μ = .  2. Ñ = 2R.  3. 
( )0 2 1

1 2 2 1

1S
q

d d

ε ε ε
ε ε

-
= -

+
E

.

4. Òîê ðàâåí 3 À è íàïðàâëåí ââåðõ.  5. 
4

3
k = .
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Ìàòåìàòèêà

Âàðèàíò 1

1. [ ) ( ]2; 1 0; 2∪- - .  2. 3.   3. 
1

2
; 2. 4. 3.   5. 10.

6. ( )
1

arcsin 2 1
3

n π- + + , n ŒZ .      7. (0; 3]. 8. 4 2 .

9. –1 ; 2. Óêàçàíèå. Äëÿ ñëó÷àåâ 0a ≥  è à < 0 ðàññìîòðèòå
ïåðåñå÷åíèå ïðåäñòàâèòåëåé ñåìåéñòâà ïðÿìûõ 2y ax a= + -

2 2a- -  ñ âåðõíåé ïîëóîêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì 1
; 0

2

Ê ˆ
Á ˜Ë ¯

 è ðà-

äèóñîì 
5

2
.

Âàðèàíò 2

1. ( ) [ )
3

; 0 1; 3;
2

∪ ∪
È ˆ-• + •˜Í ¯Î

.   2. 3; 6.

3. 
2 1

1; 0;
3 3

∪
Ê ˘ È ˆ- -Á ˜˙ ÍË ¯˚ Î

.     4. 4; 
17

4
- .     5. 

21

17
.      6. –3.

7. 
2

n
π π+ , n ŒZ .

8. 3. Óêàçàíèå. Ïëîñêîñòü SAC ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíîâàíèþ
ïèðàìèäû. Ïðè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíóþ ïðÿìîé ÀÂ, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
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Ôèçèêà

Âàðèàíò 1

1. 2
2 1

1

50 B
R

U U
R

= = . 2. g g

g

2 1,5 ÷
R h R h

T
R g

π + +
= = .

3. 25 31
2,4 10  ì

p
n

k T

Δ
Δ

-= = ◊ .

4. 1 2 3,0 ì “u v= = , 2 1 6,0 ì “u v= = . 5. 
2

a
x = .

Âàðèàíò 2

1. ä sin 15 HF mg F α= - = .

2. 2 2
1 22

0

1
65,5 *b ì

4
E q q

aπε
= + = .

3. 
( ) 22 2

1 21 1 2 2
"/ä 95 ìd›

2 2 2

m m vm v m v
W

+
= + - = ,   ãäå

( ) ( ) ( )
2 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

2 cos
3,3 ì “

m v m v m m v v
v

m m

π α+ - -
= =

+
.

4. 
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1. 16,5.  Óêàçàíèå. Çàïèøèòå äàííîå âûðàæåíèå â âèäå

( ) 7
5

2 log 2
log 495 .

2. ( ) ( )2,82,8 cos 2,8 xf x x e-= +¢ .     3. Óâåëè÷èëàñü íà 35%.

4. ( ) ( )2; 3 3; 4∪ . Óêàçàíèå. Çàìåòüòå, ÷òî 26 8x x- - =

( )
2

1 3x= - - , ( )
22 6 10 1 3x x x- + = + - , è ðàññìîòðèòå ñëó-

÷àè x = 3 è 3x π .

5. 2 , .
6

n n
π

π+ ŒZ  Óêàçàíèå. Çàìåòüòå, ÷òî sin 0x >  è

cos 0x > .

6. 
3

3 ;
4

È ˆ+ •˜Í ¯Î
. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè à < 3, a = 3,

a > 3.

7. –12; –9; 3; 4. Óêàçàíèå. Ïðîâåðèâ, ÷òî x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ, ïîäåëèòå íà x ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü

êàæäîé äðîáè è îáîçíà÷üòå 
36

y x
x

= - .

8. 288π . Óêàçàíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî îñåâîå ñå-
÷åíèå êîíóñà – ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.
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1. 45.
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 èëè íå îïðåäåëåíî. Çàìå÷àíèå. Îòâåò 
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ñëó÷àå, êîãäà âûðàæåíèå tg ctgx y  îïðåäåëåíî; îäíàêî â ñëó-

÷àÿõ

,
,2

, , ,
,

,
2

x n
x n

n k n k
y k

y k

π π π
π ππ

Ï = +Ô =ÏÔ Œ ŒÌ Ì =ÓÔ = +
ÔÓ

Z Z

ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðîåêöèåé ïðÿìîé SC è òî÷êîé, â êîòîðóþ
ïðîåöèðóåòñÿ ïðÿìàÿ ÀÂ.

9. 
5 10
; 0 ; 8

2 3
∪

Ê ˘ Ê ˘-Á Á˙ ˙Ë Ë˚ ˚
.

óñëîâèå ( ) ( )sin 7sinx y x y+ = -  âûïîëíÿåòñÿ, íî âûðàæåíèå
tg x ctg y  íå îïðåäåëåíî.

3. –7; 1. Çàìå÷àíèå. 6 2

1

log 2 log 62 2 6= = .

4. ( ) { } [ ); 3 2 1;∪ ∪-• - - + • . Óêàçàíèå. Ðàçëîæèòå 2
2x x+ -

íà ìíîæèòåëè è çàìåòüòå, ÷òî x = –2 óäîâëåòâîðÿåò äàííîìó
íåðàâåíñòâó.

5. 
1

4
. 6. 5.

7. [–11; 5). Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè 1x ≥ , x <1  è íå
çàáóäüòå îá ÎÄÇ.

8. 
24 3

67
. Óêàçàíèå. Íàéäèòå ñòîðîíó îñíîâàíèÿ, çàòåì òàí-

ãåíñ óãëà ìåæäó îñíîâàíèåì è áîêîâîé ãðàíüþ è, íàêîíåö, ñè-

íóñ ýòîãî óãëà.

Âàðèàíò 3

1. 140. 2. [ )1; + • .
3. 5. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè 4x ≥ , x < 4 è íå çàáóäü-
òå îá ÎÄÇ.

4. ( );π- + • . 5. ( )1 ,
6

n
n n

π π- + ŒZ . 6. 2.

7. Ïðè k > 4. Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè k < 2, k = 2,
k > 2.
8. 1, 2, 3.

Задачи устного экзамена

1. tg 8 < tg 6 < tg 7. Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå íåðàâåíñòâà

1,75 6 2π π< < ; 2 7 2,5π π< < ; 2,5 8 2,75π π< < .

2. 
3

2
4

n
π

π+ , n ŒZ . Óêàçàíèå. Íå çàáóäüòå îá ÎÄÇ.

3. –3; 0. 4. ( ] [ )2; 1 0;∪- - + • . 5. [ ) ( ]4; 1 1; 4∪- - .

6. 3. Óêàçàíèå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ( )f x  ñòðîãî óáûâàåò.

7. ( )
5 5

; 1 1; ;
3 3

∪ ∪
Ê ˆ Ê ˆ-• + •Á ˜ Á ˜Ë ¯ Ë ¯ . Óêàçàíèå. Ðàçëîæèòå ÷èñëèòåëü

è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè è îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî÷êè, â

êîòîðûõ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà.
8. Ñì. ðèñ.4. Óêàçàíèå.
Çàìåòüòå, ÷òî

2
9 8y x x= - +  è

âîñïîëüçóéòåñü ïðàâè-
ëîì ïîñòðîåíèÿ ãðàôè-

êîâ ( )y f x=  è

( )y f x=  ïî èçâåñòíî-

ìó ãðàôèêó ( )y f x= .

9. 
64

3
. Óêàçàíèå. Âîñ-

ïîëüçóéòåñü ðàâåíñòâîì
óãëîâ, îòìå÷åííûõ íà ðè-
ñóíêå 5.

10. 
500

3

π
. Óêàçàíèå.

Òåëî âðàùåíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé öèëèíäð âûñî-
òû 10 ñ ðàäèóñîì îñíîâà-
íèÿ, ðàâíûì 5, èç êîòîðî-
ãî âûðåçàíû äâà êîíóñà
âûñîòû 5 ñ òåì æå ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ.
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Èçáðàííûå çàäà÷è Ìîñêîâñêîé ôèçè÷åñêîé

îëèìïèàäû 4 49
XLVI Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà 2 49
XIV Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà

«Èíòåëëåêòóàëüíûé ìàðàôîí» 3 47
XXXVI Ìåæäóíàðîäíàÿ ôèçè÷åñêàÿ îëèìïèàäà 2 51
Ìåæäóíàðîäíûé òóðíèð «Êîìïüþòåðíàÿ ôèçèêà» 5 55
LXIX Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà 4 47
Ìîñêîâñêàÿ ãîðîäñêàÿ îëèìïèàäà ñòóäåíòîâ ïî

ôèçèêå 2 55

Èíôîðìàöèÿ

10000 çàäà÷ ïî ìàòåìàòèêå 4 53
Çàî÷íàÿ ôèçè÷åñêàÿ øêîëà ïðè ôèçè÷åñêîì

ôàêóëüòåòå ÌÃÓ 3 53
Çàî÷íàÿ øêîëà ïðè ÑÓÍÖ ÍÃÓ 3 54
Ëåòíèå ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå øêîëû â

Ïîâîëæüå 5 45
Íîâûé ïðèåì â øêîëû-èíòåðíàòû ïðè

óíèâåðñèòåòàõ 6 55
Íîâûé ïðèåì íà çàî÷íîå îòäåëåíèå Ìàëîãî

ìåõìàòà 2 48
Ïîëåçíàÿ êíèãà ïî ôèçèêå 1 43
Î÷åðåäíîé íàáîð â ÎË ÂÇÌØ 6 45
Ôåäåðàëüíàÿ çàî÷íàÿ ôèçèêî-òåõíè÷åñêàÿ øêîëà

ïðè ÌÔÒÈ 6 52

Ïî ñëåäàì íàøèõ ïóáëèêàöèé 2 34, 64

Êîëëåêöèÿ ãîëîâîëîìîê

Ãîëîâîëîìêà ¹199 1 2-ÿ ñ.îáë.
Äþæèíà è îäèí ãâîçäü 4 «
Èñòîðèÿ ñ «Ãîëîâîëîìêîé ñòîëÿðà» 6 «
Êèðïè÷èêè 3 «
«Íåïîñëóøíûå êîëþ÷êè» 5 «
Îñâîáîäèòå äâà êîëå÷êà 2 «

Øàõìàòíàÿ ñòðàíè÷êà

Áîëãàðñêèé ÷åìïèîí 2 3-ÿ ñ.îáë.
Äîëîé òåîðèþ äåáþòîâ! 5 «
Ñ÷àñòëèâûå ÷àñîâ íå íàáëþäàþò 1 «
—«— 3 «
Øàõìàòû Ôèøåðà 4 «
Ýòþäíûå êâàðòåòû 6 «

Ôèçèêè è ìàòåìàòèêè íà ìîíåòàõ ìèðà

Ãåðàðä Ìåðêàòîð 6 4-ÿ ñ.îáë.
Äåííèñ Ãàáîð 4 «
Ïèôàãîð 1 «
Óðáåí Ëåâåðüå 5 «
Õîðõå Õóàí äå Ñàíòàñèëüÿ 3 «
×æåí Øåíü 2 «

¹ æóðíàëà   ñ. ¹ æóðíàëà   ñ.
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